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Motto: "Ainsi au jeu de groix ou pile,
l'arrivée de croix cent fois
de suite nous parait extraordinaire,
parce que le nombre presque infini
des combinaisons qui peuvent arriver
en cent coups étant partagé
en $éries réguliéres, ou dans
lesquelles nous voyons régner un
ordre facile & saisir, et en séries
irreguliéres, celles~ci sont
incomparablement plus nombreuses."

(Laplace)

§ 0. Einleitung

Die klassische Wahrscheinlichkeitstheorie hat wichtige Probleme,
die den Begriff der Wahrscheinlichkeit betreffen, ungeldst ge-
lassen. Die Grundsituation der mathematischen Statistik fiihrt

uns gleich zu einem der dadurch entstandenen Paradoxe.

Sei uns eine Folge X=Xy e Xyqq VOR O-en und i1-en gegeben und
dabei behauptet, daB die O-en und 1-en die Ergebnisse Kopf und
Schrift in einem wirklich vorgegangenen Prozefi des Minzen-
werfens widergeben. Wenn die Folge aus lauter 1-en besteht,
wiirden wir die Wahrheit der Behauptung bezweifeln. Dieser Zweifel
ist jedbch durch keine allgemeinen Prinzipien der klassischen
Wahrscheinlichkeitstheorie begriindbar: die Folge 11...1 (100 mal)

ist genau so wahrscheinlich wie eine beliebige andere (P(x)=2—1oo).



Dieses Problem hat auch schon Laplace beschdftigt, und er,
viele seiner Nachfolger Uberholend, hat auch schon die guali-
tativ richtige Antwort gefunden: es gibt insgesamt so wenig
"reguldre" Folgen, daB, wenn eine von ithnen erscheint, wir
mit Recht argwbhnisch sein kdnnen.

Anderthalb Jahrhunderte brauchte es, bis ' mit Hilfe der mitt-
lerweile entstandenen Rekursionstheorie die Gedanken von

Laplace einen streng mathematischen Sinn erhalten konnten.
Kolmogcrov, der gegenliber den Versuchen von Mises, die Wahr-
scheinlichkeitstheorie auf den Begriff der Zufdlligkeit zu
griinden, in den 30er Jahren noch eher skeptisch war, hat 1965
einen Begriff der Komplexitdt K(x) der Folge x eingefithrt, der
die erwilinschten Eigenschaften der "Irregularit#dt" von Laplace
hat. (Die Prioritédt gehdrt eigentlich dem Amerikaner Solomonoff}.
Gemessen mit K(x) hat eine O-1-Folge der Ldnge n eine Komplexi-
tét=4 n (<$ bezeichnet kleiner gleich innerhalb einer additiven
Konstante) , aber eine Komplexitdt kleiner als n-k k&nnen nur

2nk Folgen haben. (Fir die Definition von K(x) siehe §4).
Regularitdt kann als¢o auch als ein Maf der Nichtzufdlligkeit

betrachtet werden, wenigstens in dem Fall der Gleichverteilung.

Der Begriff der Komplexitdt macht zwar schwierige philosophische
Probleme ldsbar, seine unmittelbare Benutzung st8BAt aber auf
Hindernisse: K(x) ist eine unberechenbare Funktion. Der Autor
hat in Kapitel 4 gezeigt, daB K(x) sogar in einem sehr starken
Sinne unberechenbar ist: Fir alle n gibt es 0-1-Folgen der Lénge
n mit K(K(x)|x)% log,n-log,logyn. Hier K(K(x)|x) ist die be-
dingte Komplexitdt von K(x), wenn x bekannt ist. (Bemerken wir,
dap K(x), selbst eine Zahl X n, nie komplizierter als log2n

sein kann).

In den folgenden Jahren wurden viele Varianten von der Be-~
schreibungskomplexitédt empfohlen und untersucht. Eine von
ihnen, die 1971 durch Levin und 1974 durch Chaitin vorge-
schlagen wurde, ist asymptotisch gleich zu K(x), scheint
aber den informationstheoretischen und wahrscheinlichkeits-
theoretischen Anwendungen mehr gerecht zu sein. Diese GridRe,
durch HN(x) bezeichnet, wurde in §4 untersucht. Wir haben in
die Identitdt

Hy (x,y) =X Hy (%) + Hy(ylx, Hy(x)) , (0,1)

die analog zur Identitédt

Wixn =8 + 8 i

der Informationstheorie ist, festgestellt. Hler ist X
Gleichheit innerhalb einer additiven Konstante, }{ die
Entropie der Zufallsvariablen X,Y. DaB HN(x) von dexr Be-
dingung in (0.1) nicht weggelassen werden kann, ist in §4
gezeigt, gerade durch das frither erwidhnte Ergebnis lber

K(R(x)] x) .

Der Schwede Martin-L&f, der 1965 ein Jahr bei Kolmogorov
verbracht hatte, ist mit einem allgemeineren Zugang zur Zu-
f&lligkeit aufgekommen. Fiir ein beliebiges berechenbares
Wahrscheinlichkeitsmag P auf dem Raum der unendlichen 0O-1-
Folgen {1 fiihrt er den Begriff der konstruktiven Nullmengen
ein. Er zeigt, daB die Vereinigung aller konstruktiven Null-
mengen selbst eine konstruktive Nullmenge ist. Die Folgen
auBerhaldb dieser Menge sind dann als zufdllig erklért.

Seine Konstruktion einer Nullmenge (als der Durchschnitt

f\ U, von einer rekursiven Folge von konstruktiv offenen
"

Mengen Uy mit P (U ) = 2™ gestattet die Definition einer
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Funktion dM(wIP) = max{mlwéum}, die auch bei den zuf#dlligen § 1 _Bezeichnungen und Definitionen

Elementen w die Abweichung von der Zufdlligkeit (den Defekt

der Zufdlligkeit) miBt. (Alle Elemente mit positiver Wahr- !
. g ) P Bezeichnungen: Alle Logarithmen und exp-s sind zur Basis 2.

scheinlichkeit sind zufdllig, aber nicht in dem gleichen »
MaBe: dM(wlP) zeigt diese Unterschiede). dy kann Martin- N = Die Menge der natlirlichen Zahlen

L6fs Test genannt werden. Nk = 0,1,...,k=1

= die Menge der rationellen Zahlen
Es gibt eine Fiille von Untersuchungen, die zeigen, daB die

Q
Zufilligkeit im Sinne von Martin-L&f einer unendlichen O-1- R = die Menge der reellen Zahlen:
R,

Folge auch durch das Verhalten der Komplexit#t der Anfangs- = RN [0,»)
stiicke von w charakterisiert werden kann. Das flinfte Kapitel - .
N . : . =RU{°‘;&' R+=R+U{o¢}.
der Arbeit fant mehrere dieser Ergebnisse in einer einheit-

R
; ; ; u 5 : N¥*= U _NBUfA} wo A das sogenannte leere Wort ist
lichen Weise zusammen {(dy wird in Komplexitdtstermen aus- 2 n'2 a gena e lee or st.
gedriickt) , unter ihnen &dltere (1971), bisher nicht publi-~

zierte, und neuere Ergebnisse des Autors. Wir setzen eine rekursive ein-eindeutige Korrespondenz

. . k:N§~¢ N mit k(x) = 1(x) fest, wo 1l(x) die Linge deg Wortes x ist,
Das sechste Kapitel ist einigen Fragen iber Levins gleich-

mdfigen Test d; gewidmet. Er wird fiir den Fall der berechen- dL= N; ist die Menge der unendlichen bindren Folgen. Fiir

baren MaBe durch eine Formel angegeben, die eine Verallge- X,¥YE N;’ ist xy die Konkatenation von x und y, x € y genau

meinerung von Chaitins Zufdlligkeitstest darstellt. Eine ,
; ) . dann, wenn 3zxz = y)
Variante ist weiterhin vorgeschlagen, filir die alle gewiinsch-

ten Eigenschaften von dy bewiesen werden k&dnnen.
Fir o € ¥}, W=, ... (W €N, und Wt =0 e Wy
Ich will meinen Dank an Professor Dr. C.P. Schnorr hier aus- . . . .
. ) Fiir zwei nichtnegative Funktionen f,g schreiben wir f € g,
driicken, der mich zu dieser Arbeit angespornt, unterstiitzt
und mir mit wertvollen Bemerkungen geholfen hat. Dank gilt wenn es eine Konstante ¢ > o gibt mit cf € 9. fx ge £ <g
auch meinem Freund, L.Aﬁ Levin, fir die Mitteilung vieler und g < £, £ £g ¥ expf <expg, £X g & £« gund g< £.
seiner Ideen, die seinen &duBerst lakonischen ver&ffentlichten . _
] ) Wir betrachten N2 mit seiner gewdhnlichen Topologie bestimmt
Arbeiten zugrunde liegen.

durch die Basis {xNz\x ENE}, R mit seiner gewdhnlichen Topo-

logie {(rT,r2)|r1,r26 Q, r1<: rzk.

Sei {{ die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmage iber 0, mit

ihrer (schwachen) Topologie bestimmt durch die Subbasis aus




r1< PL(X)<: rz}(r1,r2g Q). Hier ist

Mengen der Form {réd(
V(X)2= V(XNZ). Wir werden N und N; manchmal auch als diskrete
topologische Rdume betrachten (sie sind im wesentlichen &qui-
valent durch die Korrespondenz k). In jedem dieser (lokal-

kompakten topologischen Riume X ist also eine Basis {Uili N}

mit einer festgelegten Aufzdhlung gegeben. Auch gewisse neue

Riume, gebildet als Produkte, werden betrachtet.

Definition Ein Element x des Raumes X ist herechenbar, wenn

{ilxé Ui§ (rekursiv ) aufzdhlbar ist. Eine offene Menge G C X

ist konstruktiv offen, wenn {i]GiC:G} aufzidhlbar ist.

F c X ist konstruktiv abgeschlossen, wenn FC, das Komplement

von F konstruktiv offen ist.

Eine Funktion f:X -» R ist halbberechenbar (von unten), wenn

i(r,x)]re R,x¢ X, £(x) > r} konstruktiv offen ist. f ist

berechenbar, wenn £ und -£ halbberechenbar sind.

Ein Ma# r ist berechenbar, wenn es als Element von {{ berechenbar

ist. Es ist leicht zu sehen, dap diese Forderung iquivalent
zur Bedingung ist, daB r(x) als eine Funktion lber Ng be-

rechenbar sei.
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§ 2 Martin-L&fs Tests

Definition [1] Sei r_ein berechenbares Mas. Ein Martin-L&f-

Test ist eine halbberechenbare Funktion d:N;'? R mit

Vi plulae > ks 27k
Satz 2.1 (Martin-L&f£, 1] Unter den Martin-L&f-Tests gibt es

einen maximalen im Sinne der Ordnung <.

Definition Wir legen einen maximalen M{. -Test ein flir alle~
mal fiir jedes » fest und nennen ihn dM(wqu), der universelle
ML -Test. Eine Folge w heift zufdllig, wenn dM(wlr)< oo

Der Begriff der zufilligen Folge ist invarianter als Martin-
L3f-Tests. Es ist leicht, verschiedene verniinftige Weisen vor-
zustellen, in denen man Nichtzufdlligkeiten in Folgen messen
kann. Die Frage aber, welche Folgen sind zuf8llig schlechthin,
ist durch die meisten Zugdnge &dquivalent beantwortet.

Wir verallgemeinern ein wenig den Begriff eines Tests.

Definition Fiir ein berechenbares Maﬂ}x, eine halbberechenbare

Funktion d:Q — E+ ist ein Test, wenn

Eim r{wld(ﬁﬂ > my = O, ,rekursiv",

d.h. es gibt eine rekursive Funktion m(k) mit H{w]d(w7>>m(U5£2-

Fir einen Test 4 gilt

foo | dw) =<?°11C~5’wldM(u) = o},

3

.



Im Falle der Gleichheit sagen wir, daB der Test universegll ist.
Alle universellen Tests d, mit denen wir zgu tun haben werden,

sind asymptotisch gleich zu dM, d.h. es gilt

lim dM/d = 1 .
d-» oo

§ 3 Apriorli Wahrscheinlichkeit

Mafe M sind’bestimmt durch ihre Werte r(x) auf N;. Untere
Grenzen von Mengen von MaBen sind nicht mehr durch diese Werte
bestimmt, wir interessieren uns aber nicht filir ihre Werte
anderswo. (Die allgemeine Definition von Halbmagen findet man

in [11] ).

Definition [2] Ein Halbmag dber 1 ist eine Funktion

W:Ng-é R+ mit

xf(x) 2P (x0) + ¢ (x1), kf(A) < 1.

Wir bezeichnen die Menge der Halbmafe durch 3. S erhilt die-
selbe Topologie wie ., so JA{ ist ein Unterraum von §. Es ist
einfach zu zeigen, daB P(x) = inf{r(xﬂ y-z?,réxd, und dap die
untere Grenze von einer beliebigen Menge von MaBen ein Halbmafg
ist. ‘

Ein Halbmaf ist halbberechenbar, wenn es als eine Funktion

§“a R, halbberechenbar ist. Es ist nicht schwer zu sehen,

N
dafi ¢ genau dannh halbberechenbar ist, wenn die Menge

{,¢6J&iﬁélﬁ konstruktiv abgeschlossen in {{ ist.

f

Wir werden auch HalbmaBe iiber die diskreten Riume N, N; be-

trachten. (Ein HalbmaB Uber N ist durch eine Funktion PN - R+,
Exf“‘) s 1

gegeben) . Halbmage {iber Ng entsprechen durchwx denen iber N.

Satz 3.1 {Levin 2] 1In der Menge aller halbberechenbaren Halb-

maBe gibt es ein maximales Element im Sinne der Relation <.

Wir fixieren ein maximales Halbmag M = My und nennen es die

apriori Wahrscheinlichkeit dber Q1. Die apriori Wahrscheinlich-

keiten iliber N,NE bezeichnen wir durch MN (wir schreiben MN(x)

auch fiir MN(K(X)) ohne Gefahr eines Mipverstindnisses).

Wenn keine MiBverstdndnisse entstehen kénnen, lassen wir die
Subscript weg,

Der folgende Satz zeigt die Rolle der apriori Wahrscheinlich-

keit bei der Bestimmung der Zufilligkeit.

Satz 3.2 [Levin, 3], siehe auch [Schnorr, 4].
ds(“'ﬁ):= sup log @nﬁwn) - 10g)&(wn) ist ein universeller Test

fiir ein beliebiges berechenbares Mas F.

Bemerkung 1. Filr ein fixiertes berechenbares MaR [ ist

ﬂnfwn)/r(wn) von unten beschrinkt. w ist also zufillig genau

dann, wenn r(wn)nj @D}up).
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2. ds ist auch filir unberechenbare Mafe definiert,
und man hat ds(qqr) < 0 fliir alle p = M. Wir kénnen diese Tat-
sache so interpretieren, daB nach der apriori Wahrscheinlich~-
keit alle Folgen zufdllig sind. In § 6 finden wir, daf diese
Behauptung auch fiir eine breite Klasse von "gleichm#pigen Tests”

wahr bleibt.

§ 4 Komplexitdt

Bezeichnung H(x) = -log M(x).

Die Zahl H({x) kann aus mehreren Griinden als eine Art Komplexitit
betrachtet werden. Die erste Definition einer Beschreibungs-

komplexitdt stammt von Kolmogorov und Solomonov {5].

Definition Sei A:NZXN; - ﬁ; eine partielle rekursive Funktion.

Wir schreiben
KA(ylx) = min{l(p)lA(p,X) = Y}t
Ky fu) = Ky (41N,

Kolmogorov zeigte, daB es eine "optimale" partielle rekursive

Funktion U gibt mit K < K, fiir eine beliebige andere p.r. A,

A

Wir legen ein solches U fest und schreiben K fir K.. K(y|x)

U

ist die Kolmogorovsche Komplexitdt von y gegeben x.

Die Kolmogorovsche Komplexit#dt besitzt Eigenschaften, die man
intuitiv von einer Komplexitdt verlangt, andere (z.B. die in

der Einleitung erwdhnte), die ihr bei der Begriindung der Wahr-

|

scheinlichkeitstheorie eine Rolle dgeben, und wieder andere,
die sie mit der Entropie der Informationstheorie in eine enge
Beziehung setzen. Diese Eigenschaften, wenn sie die Form der
Ungleichungen haben, enthalten oft Restglieder logarithmischer
Ordnung. Um zu Ungleichungen innerhalb einer additiven Kon-
stante zu kommen, hat es sich als niitzlich erwiesen, andere
Romplexitdten zu definieren, deren intuitive éedeutung und
numerischer Wert zu denen von K(x) nah ist. Eine dieser
Varianten, gefunden durch Levin [6], hat besonders glinstige
Eigenschaften.

Eine Menge ECZN; heift prafixfrei, wenn x,y€E => x¢vy.

E 3

Eine partielle Funktion A:N,X N, - NZ ist prédfixfrei, wenn

2 2
fiir alle v {(p|A(p,y) ist definiert} eine prédfixfreie Menge ist.

Sei gf die Menge aller pr&fixfrelen p.r. Funktionen A:N;x N; - Nt.

In der Menge'¥'gibt es auch eine "optimale" p.r. T, die

die Eigenschaft hat, daB fiir alle anderen Ac ¥, Ky = L

ET ist die neue Komplexitdt, und ihre wichtigste Eigenschaft

ist, daB sie mit dem Logarithmus HN der apriori Wahrschein-

lichkeit MN liber N beinahe #bereinstimmt.

Bezeichnung Wir benutzen manchmal statt T die Funktion T
definiert durch T'(p,x) = vy & Sqgcp. Tl(g,x) = V.
Satz 4.1 (Levin) HN(x);: KT(x)_

Satz 4.1 wiirde auch fiir bedingte Komplexititen gelten, wenn

wir den Begriff eines bedingten Halbmafes definiert hitten.
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Wir nennen die halbberechenbare Funktion y(x | ¥) ein be-
dingtes HalbmaB, wenn sie fiir jedes y ein HalbmaB ist. Unter
den bedingten, halbberechenbaren Halbmapgen gibt es ein maxi-
males im Sinne von . Wir nennen ein fixiertes maximales be-
dingtes halbberechenbares Halbmaf M(xly) die bedingte apriori
Wahrscheinlichkeit, H{(x|y) {=-log M(xiy). Dann gilt auch

Hx]y) X Ky (xly) .

Die drei verschiedenen Arten von Komplexitdt sind numerisch

nicht sehr verschieden. Es gilt bekanntlich

Satz 4.2 @K Hy £ K+2 log K,
HHL § Hy .
¢} Fiir eine beliebige prafixfreie¢ rekursiv aufzdhlbare Menge

E(:Nz gibt es eine Konstante ¢ mit

Yx€E, yeNT. Ho(xly) = Ho(x[y) + ¢,
Die Komplexitdten, die wir bisher definiert haben, sind un-
berechenbar. Es gilt sogar, wie Kolmogorov gezeigt hat, daB
alle partiell rekursive untere Abschdtzangen zu K(x) von
oben durch eine Konstante bkeschrdnkt sind. Chaitin ist in
zweil Arbeiten den beweistheoretischen Folgen dieser Ergeb-

nisse nachgegangen.

Da die Beschreibungskomplexit&ten immer von oben halbberechen-
bar sind, sind sie die untere Grenze ihrer berechenbaren

oberen Abschitzungen. Die berechenbaren oberen Abschidtzungen
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von X sind in {2] charakterisiert, die von HN sind genau die
Funktionen f(x) mit EXZ-f(x)< oo . (Abschdtzung im Sinne von<«).

Ven nun an werden wir in diesem Kapitel nur mit HN(x) zu tun

haben, darum kann der Index N weggelassen werden.

Betrachten wir jetzt nur die Komplexitdten von natiirlichen Zahlen.
Konnen wir etwas mehr liber die monotonen oberen Abschitzungen
sagen? Ja, wir kénnen sogar die kleinsten bis auf X bestimmen,
aber fiir H wird das wieder keine berechenbare Funktion. Bemerken
wir, dag fir eine beliebige Funktion f(n) ihre kleinste monotone
Abschédtzung durch

f¥(n) = max £ (k)
kg¢n

Jgegeben ist.
Satz 4.3 {5,7] K*(n) < log n,

H*(n) X log n + H{[log n])

Bemerkung Die Abschitzung B* ist zwar nicht berechenbar, aus

ihr folgen aber sofort einfache berechenbare Abschitzungen, wie

log n + log log n + 2 log log log n.

Diese sind leider flir groBe n immer ungenauer.
Der Autor, wie auch R. Solovay ( siehe [8])haben, unver®dffentlicht,
berechenbare obere Abschidtzungen fir H gefunden, die auf unend-

lich vielen Stellen scharf sind.
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Satz 4.4 Es gibt eine berechenbare obere Abschitzung £ (x)

von H{x), fiir die auf unendlich vielen Stellen die Unglei~

chung
f{xX)g H{x}+ ¢
gilt.
Bewels ©Sei T der optimale Algorithmus mit KT>< HN"
Es gibt ein berechenbares Pradikat Q(p,x,t) iber NA%N4XN

2 72

mit folgenden Eigenschaften.

(i) T(p) = x & 3Jt,Q(p,x,t)

(i1) Q(p,x,t) A Qp,x,t") = t = t',

Sei z.B. CT eine Turingmaschine, die T berechnet, dann de-
finieren wir Q als " T h&lt auf p in t Schritten, und gibt
X aus".

Wir definieren die beschréinkte Komplexitdt
550 = min{l(m <263t < €0l x,0) Y,

Es gibt eine rekursive Funktion g:NxNj-=>N  und ¢ < oo it
5w > w0 > B k) cuto + c. (4.4)

({Hier ist {( , ) eine rekursive Paarungsfunktion, ¢ )1, { )2

t-1

ihre Umkehrung). Bei H (x)>Ht(x) kann nédmlich aus einem

kiirzesten t-beschrénkten Programm auch t bestimmt werden.

Sei nun (2 )
2y, ,2
Py =H> ().

f ist die Lidnge eines Programms fiir z, darum eine obere Ab-

schitzung fiir H. Sei jetzt z von der Form (x,t), mit

H(x) = H"(x) < BV (x). Dann folgt aus (4.4) f£(z) € H(z)*c

[

Q.E.D.
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Wie hoffnungslos H(x) (wie auch K(x) unberechenbar ist, ist

auch an dem folgenden Satz zu sehen.

Satz 4.5 {12] Fiir alle n gibt es ein x& Ng mit
H(H(x)' x) 2 logn - log log n —cC

fiir eine Konstante ¢ < =,

Bemerkung H(x), als eine Zahl kleiner als n + 2 log n, hat
eine Komplexitdt, die sogar ohne Bedingung nicht gr&fer als
logn + 2 log log n ist. Das zeigt, daB X bei der Berechnung

von H(x) manchmal fas% gar nichts hilft.

Beweis Sei s s log n eine Zahl mit der Eigenschaft
VxeNgapewg_T' (p,x) = H(x).
Wir milssen die Ungleichung
s 2 log n ~ loglog n (4.5)

beweisen.

Wir sagen, dag pe& Ni annehmbar fiir xéZNg ist, wenn es ein
k = T'(p,x) und ein qE€N5 gibt mit T'(q,A) = x.
Bezeichnen wir durch Mi(n,s)=Mi die Menge aller xé&Ng mit

wenlgstens i verschiedenen pégmg, die annehmbar fir x sind.

Betrachten wir die Folge

N) = M_DM,D ... :>l\'lj:ub'ij+1 = @

2] Mj # ¢. Offenbar gilt

(4.6)
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Wir zeigen jetzt, das

log#Mi:$ log#M, , + 5 log n. (4.7)
pazu finden wir ein x € Mi - Mi+1 mit

loggM -1 £ H(x) X loggM; 4, + 5 log n. (4.8)

Die zweite Ungleichung in (4.8) wird gelten, weil wir filr x ein
Programm mit der Linge auf der rechten Seite von (4.8)

schreiben. Wir schicken einige Bemerkungen voraus.

1. Die Menge
{(i,x,n,s) lxéM“nﬁ)}

ist aufzdhlbar. Aus den Zahlen i,n.,s,#M, ldst sich

darum die Menge M.l+1 bestimmen.

2. Fiir Elemente x der Menge M My, ist H(x) aus i, n, s und X

i 1
berechenbar: das kiirzeste Programm 2zu x ist unter denen, die
durch die genau i verschiedenen annehmbaren p geliefert

werden. Wir suchen nach annehmbaren p, bis wir schon

i Stiick gefunden haben.

3. Wir kénnen die Ungleichung

log(4M; - #Mi+1) = log # M; - 1 (4.9)

voraussetzen, sonst ist (4.7) trivial.

Das Programm arbeitet, wie folgt.

1. Es benutzt die Zahlen n,i,s,[log #Mi] und #M; .. Dazu
werden der Reihe nach folgende Programmlingen gebraucht:
logn + 2 log log n, log n + 2 log log n, 2 log log n,

log n + 2 log log n, 1og#Mi+1 + log n + 2 log log n.
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2. Es beginnt mit der Aufzihlung von M, - My, Flr alle

i
% aus dieser Menge berechnet es H(x). Wegen (4.9) kommt

frither oder spdter ein erstes Element x mit H(x)z[log#Mi]~1 vor.
Es wird als Ergebnis ausgegeben.

Die Gesamtlinge unseres Programms betrigt also

Konstante + log # M, + 4 logn + 10 log log n <

+1

X log # M;,4 + 5 log n.

Damit ist (4.7) bewiesen. Aus ihr folgt
iR ——

5 logn

’

das gibt mit (4.6) die gewlinschte Ungleichung (4.5).

Q.E.D.

Die Komplexititen zeigen eine weitgehende Analogie und
auch interessante numerische Beziehungen zur Entropie }C(X)
eines Zufallsvariablen X. Die vorhandenen Aussagen sind
genauer und inhaltlicher filir H(x) als fiir K(x), darum be-
schrdnken wir uns in bezug auf K{x) auf zusdtzliche Be-

merkungen.
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Definieren wir

I(x;y) = H(y) - H(y|x).

'

Es gilt die Ungleichung wie in der Informationstheorie
H(x,y):g H(x) + H(ylx)

Bemerken wir, daf fiir K diese Ungleichung nicht mit dieser

Genauigkeit gilt.

Die volle Analogie hdrt auf, wenn wir die Gleichung

Hxy + H(ylx) = 3,0

betrachten. Stattdessen haben wir folgenden Satz

Satz 4.6 [GAcs - Levin, 12]

Hix,y) X H(x) + H(ylx,H(x)). (4.11)

Beweis

a) (£).

uns auch seine Linge, H(x) bekannt. Darum, um y 2zu be-

Wenn wir das kiirzeste Programm fiir x haben, ist

stimmen, geniigt noch ein zusitzlicher Programmteil der

Linge H(y|x,H(x)).

b) ().
Die Funktion

Y(ylx,k) = exp (k~-H(x,y))
ist halbberechenbar von unten, und es gilt

Vm2y$(ﬂxﬂﬂxn < 1. (4.12)

(4.10) .

- 19 -

(4.12) folgt aus
M(x) € M(x,A) < zyM(x,y).

Darum gibt es ein bedingtes halbberechenbares Halbmag §'£\f
mit W¥x.§(yx, H(x))= ?(ylx,H(x)). Wir haben
Plylx, k) < M(ylx, k).
Deshdlb
H(y|x, H(x)) £ H(x,y) - H(x).

Rorollar 1 H(x,y)x H(x,H(x),y)

Korollar 2 H(x) + H{y'x) = H(x,y) X I(H(x):ylx) 4

4 H(E(X)| X)L log H(x) + 2 log log H(x),

mit I(x;yjzl=H(y|z) ~ H(y|x,z).
Korollar 3 I(x;y) - I(y;x)x I(H(y); xjy) = IT(H(xX);ylx)

Wie wir sehen, werden die Identitdten der Informationstheorie
nicht genau erfiillt. Wir kénnen aber allen Beziehungen auch
die dbliche informationstheoretische Form geben, wenn wir,
wie Chaitin, auf die Halbberechenbarkeit der bedingten

Komplexitdt verzichten und die neuen Grdfen

i

= (x,H(x)), Hlylx) = H{y|%), T(x:y) = Hly) - Hiy|x) =

Wi

H(x) + H(y) - H(x,y)
einfiihren. Dann haben wir

Hx) + H(ylx) = ﬁ(x,yS,

Tix:y) = Tly:x).
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H(y|x) ist auch < der Linge des kiirzesten Programms, das y aus

einem kiirzesten Programm von X berechnet.

Die Komplexititen H(x) und K(x) sind also nicht nur unbe-

DaB die linke Seite in Korollar 2 nicht % O ist, ist viel rechenbar, sondern tragen manchmal auch noch viel =zus&dtzliche

weniger trivial zu beweisen als die entsprechende Tatsache Information, die aus x nicht ermittelbar ist..Das

filr K(x). (Siehe [2] fiir Beispiele). Wir miissen Satz 4.5 ist die einzige Ursache der Nichterfiillung der genauen Ana-

) i ) ’ ati ] tr | . E mstand
benutzen. Wir zeigen jetzt, daR auf einer unendlichen Menge loglen der informationstheoretischen Identititen fir H(X) in Umsta

von Stellen die linken Seiten in Korollar 2 und 3 kann uns aber einigermafen trdsten: daB der Anteil der

asymptotisch gleich log H(x,y) sind. Folgen x mit groBfem H(H(x)lx) sehr gering ist, sogar egal,

Wir haben mit welchem halbberechenbaren Halbmaf wir es messen.

H(x) + H(Xlx) - H(x, %) X HEHX)X).
— - Sei V die charakteristische Funktion einer rekursiv aufzdhl~
I(x;%) - I(X;x)x -H(H(X)]|x).
baren Menge, die die Eigenschaft

DaB H(H(x)| x) manchmal die Gr&ge von log H(x,X) asymptotisch

L

2
(y'in) % n (4.13)
erreicht, folgt aus Satz 4.5. HN Y -

hat. (Siehe [21)

Korollar 4 [Levin, 12] I(x;y) ist sogar asymptotisch nicht Bemerken wir, daf die Information, die v iber eine endliche
symmetrisch. Folge x liefert,

Beweis Setzen wir voraus: 1l(x) = n, n grof genug, C eine Konstant Tlvsxr=ate = HN(X(V)'

H(H(x)!x) > logn - log logn ~¢ , wegen der Bemerkung nach Satz 4.1 definiert ist.

Wir betrachten x,'§ und H(x). Folgende Beziehungen sind un-

mittelbar evident. Satz 4.7 {Levin, 12]
TaR()) S 3 log log n < log n = log log n S ITEHE), HEGOI ) < T(ix) + 3 log T05x)
I(H(x);x) =X I(H(X);X)
Beweis TIm Beweis des Satzes 4.4 haben wir die beschréinkte

Die Symmetrie wird darum entweder auf dem Paar x,H(x) oder Komplexitat Ht(x) eingefiihrt

auf dem Paar X,H(x) stark verletzt.
Sei »h(t) eine rekursive Funktion von n und t mit Werten aus

0,1} , monoton wachsend in t mit limgV, (%) =V .

[

sei t,(x) = min {t{n* 00 = HGY,

#

ty(n) = minfe ) =y7 Y}

.

t

. . . 2
Kk = k(0 = naxjile, (2D < e o, v =y
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Bezeichnung Wir filhren folgende anschaulichen Bezeichnungen
Wir setzen den Beweis von Satz 4.7 fort.
ein

xEZ ymod z & Hiylx,2) <X O 1 Aus Lemma'm und (4.13)

x= ymod z ¢& xCy und yE x mod z .

HHE) x) 4 Bk x) + H(H(x)| v(k) ,x) £ H(v(k)) (4.17)
Sie sind natiirlich nur fiir Funktionen x(t), y(t), z(t) sinnvoll. .

Andererseits folgt, daB X eine fast volle Information iiber
Lemma 4.1

y(k) hat:
H(x) 2 vk med (x,k{0) (4.14) —_ —
(X vik)) =2 H(VEK)) - H&N R =
Beweis Fir £ zeigen wir zundchst, daB 2 H(v(k)) ~ H(v(k)] X, k) - H(k) <
H(H ()] x,y(k+1)) X O (4.15) _ = HROGG) - BED
In der Tat, man kann aus J(k+1) zundchst Sei a = H(v{k)}-H(v(k) |k> = I(k;v(k)). Dann A$H(k) H(M)421log log k.

Weitere Umformungen benutzen die Identitdt I(X;y)= I(¥ix).

£, 2 200,

1 HA(K)- B R T(X;vk)) % T(vk);x) & Tv;x) + H(k) +H(4).

weiter daraus und x auch H{x) bestimmen.

Daher I(v;x)'; H(v(k))—?_H(k)-H(A)? H(v(k))=-3 log k (4.18)
Bemerken wir dann, das

1 k) < 0. .
H(v{k+1) vik) k) 0 (4.16) Aus (4.17) und (4.18),

Nach einer Variante unserer informationstheoretischen Identitdt

(4.11), H(x|y,H(ylz), H(x,y|z)-H(y|z), und (4.13) hat man n&mlich HE(x) )L HVK) )L T(v3x) + 3 log ITOix).

Q.E.D
H(v(k+D) v (k) k) x Hv ke Ivk) B v <
A Bemerkung Eine einfache Umformung gibt auch
= H(w (k1) ,V(k)k)- BV KIK)X k - k X0
Aus (4.15) und (4.16) folgt L . H(H(x)| %) - 3 log H(H(x)| x) 4§ T(vix). (4.19)
2 gilt, weil aus x und H(x) auch
k Korollar Fiir alle 1 > 0 giit
£, (%) > £, (25) -

: wixlaool xy ijs ¥ - 270 (4.20)

bestimmbar ist. Q.E.D. '

Beweis I(vix) = H(x) = H(x|Y) X logM(x)v)/M(x)).
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Da M(.jy) ein HalbmaB ist, haben wir
Bemerkung K(xly) ist durch die natiirliche Verallgemeinerung

. -1
MfXIM(X\v)/M(X) = J%< j (4.21) dieser Formel gegeben.

flir alle j. (4.21) folgt jetzt aus (4.19) und (4.21). Bewels HN(XIK(X)).é K(x)

ist offensichtlich aus der Definition dieser GrSfen. Wenn wir
Dieses Korollar besagt, daB die apriori Wahrscheinlichkeit all
ein i mit H_(x!1)<i haben, dann gilt auch R(x) 1.
derjenigen x, die eine schwer bestimmbare Komplexit&t haben, N
Sei ndmlich
gering ist. Die Wahrscheinlichkeit wird dann klein auch

A(p) = 7' (p,1(P)).
durch ein beliebiges berechenbares Mas w gemessen, weil M

dieses Masg #.im Sinne von € majoriert. Fiir beliebige i, p, x mit 1(p) < i, T(p,i) = x

hat man
A(poi“l()?)) = x.
§5 Darstellung der Tests durch Komplexitdten Darum gilt K(x) & Ky (x) £ 4.
(5.2) ist leicht zu sehen. Q.E.D.

Satz 3.2 gibt zwar eine hochst befriedigende Charakteri-

sierung der Zufdlligkeit durch das Verhalten der apriori

Dieser Satz gibt uns die Idee zu der folgenden Definition
Wahrscheinlichkelt (ihr Logarithmis ist eine Art Komplexit#it),

einer Hilfskomplexitit.
es bleiben aber noch technisch interessante Fragen zurlick

uch Martin LOfs Test 1bst d h K itdt - ~
a} auch Martin L&fg ests selbs urc omplexitit auszu Definition B (x;k) = min{ilH(xlk - 1) s i%‘

driicken,
b) zu kliren, wieweit andere Komplexit#ten zur Charakteri- Die Definition ist sinnvoll fdr sowohl Hy als auch Hj.
sierung der Zufilligkeit geeignet sind. Ahnlich zu (5.2) haben wir die Identitdt
Wi . . " . -
ir beginnen mit einem Ausdruck filir die Kolmogorovsche H(x;k) X H(x|k - E(x;k)). (5.3)
Komplexitédt durch H.
Satz 5.1 (Levin) Bemerkung 1. ﬁ(x;kly) kann analog definiert werden. Satz 5.1

zeigt uns dann, das
K(x) < min{i]HN(in) = i} und (5.1)

K(x) X Hg (K () (5.2) Hy (esklk) XK (x k) (5.4
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gilt. hN kann also als eine Verallgemeinerung Wir benutzen die Identitdt (5.3). Dann haben wir mit einem
von K betrachtet werden. c> 0:
5 o o
2. Hy £ Hg. (5.5) fw | g (wip) =m} <

In der Tat haben wir c{wldn,- log riwn) -8 (JMm 2m - c% =
n der Tat ha
o = {w|3n. M " m)/r(un) = 2™,

'HQ(X‘k - 1) Hy(xhk = 5 Folgendes einfache Lemma gilt fiir alle HalbmaBe ¢ und MaBe r.

aus HN < i folgt somit HQ<:i.

-1
e Lemma 5.1 r%ﬂinxﬂw%/rwﬁ)7*}<** .
3. H ist offenbar halbberechenbar von oben. —

Beweis Sei n(w) das erste n (wenn es existiert)
Wir haben in Satz 3.2 gesehen, daB die Priifung —

o o L L mit f(wn)/p(wnwx-
der Zufilligkeit natiirlich mit einer Vergleichung

n . . . Die Menge

von ~log r(m ) und irgend einer Komplexitdt von )
n _ A= {}:]3&), x =c WY
w" verbunden ist.

ist prafix-frei. Darum gilt

Bezeichnung 1,(w”) = [-log w (™) 1.
—E—e——=r I Toep () 1

Satz 5.2 Fiir ein festgelegtes berechenbares MaB w hat man filr ein beliebiges HalbmaB8 §. Andererseits, wegen der

3 ny_ Y R My o Definiti von A, hat man

d, (wlp) = sup 1, (w ) = Hyl W) < efinition von A,
-1
% osup 1, (@) - Bl 1wy, Xx€A P k() s plx) L,
n I LU A
g =1
h{w}ﬂn.x\o(wn)/r(wn)>d7} = I eafdx) s Q.E.D.
Beweis Seien die Ausdriicke in Satz 5.2 entsprechend mit dML
n
; . W ’ be-—

und dMC bezeichnet. Nach (5.5) haben wir dMC4 dML' i Wenn wir jetzt das Lemma auf das Halbmas Mn(w fm) anwenden  be

kommen wir
. .\ - , s

Wir miissen zeigen, daB dML:g dM und dM‘§ dMC' dML§[dM wird {u ld (wl . m3 ., + e
bewiesen, wenn wir zeigen, daf dML halbberechenbar ist (das ! P ‘ Mi, F :
Mo

ist klar von der Definition) und daB Vm, r{u}dML(w!r)7 Ini € 2 Jetzt zeigen wir dMg§ dMC'

gilt.
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Wegen der Halbberechenbarkeit von dM gibt es eine rekursive
3t .
Folge ﬂ(mt, xt)} ten von Elementen von NXN, mit

{m,x)leeny = {molYwe ag.a @) > m}.

Sei t{mw) das erste té N (wenn es existiert) mit uMEXtN;O

und m < m . Die Menge

U= (mxilw. x= xt(m,w)k

ist rekursiv aufzdhlbar,

Ups ={ x|(m,x)€_U} ist eine préafixfreie Menge
von Folgen,
[~%)
U, ={wl g lelr) = m}.

Darum gilt

-m
Exe Umr(x) =2

Dann ist aber die Funktion

Pa.(x) . 2™ fiir {(m,x)€ U
xp(xlm) =

0O sonst

ein bedingtes halbberechenbares Halbmaf iber Ng, und wir

haben MN(xlm) 2 o(x|{m).

Darum gibt es flir alle < mit dM(W‘F)Z>ﬂW ein n(= l(xt(mlw)))vnn
I _ n, _
Hy (@ Im) £ ~ log r(w ) - m. (5.6)
n <
Setzen wir 1 = - log r(w ) - m in der Definition von H,

. e n n n
dann folgt weiter aus (5.6) Hy(w ;- log r(w YD) € - log r(m ) ~m.

Q.E.D.
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Dieser Satz enth#lt als Spezialfall die erste bekannte exakte
Relation zwischen Tests und Komplexitfiten [10]. Sei ﬂn die

Gleichverteilung lber Ng.

Ein universaler ML ~Test dM(xlnn)
ist definierbar als maximale {in bezug auf &), halbberechen-
bare Funktion d(x[lf ) von x und n mit

Vn,k.‘rn{xld(xlnn) pS k} s 27k,

Korollar 1 [10] dM(xlnn)>: n - K(xin).

Beweis Satz 5.2 bleibt natilrlich wahr, auch fir N2 gtatt Q
und sogar, wenn wir n als Parameter ilberall in den Gleichungen
lassen. Wir haben dann fir ein beliebiges xEENg

dy (I )< = logm (x) - Hy (W [~ log w (x)1fn) =

=n - HN(x;nln)>< n - K(xln) wegen (5.4). Q.E.D.

Vom ersten Teil des Satzes 5.2 kénnen wir auch Satz 3.2

unmittelbar beweisen.

Korollar 2 ds ist asymptotisch gleich dM.



- 30 -

Beweis Wir benutzen die bekannte Ungleichung

B0 < Hx]3) + B () < H(xIF) + 2 log ]

Setzen wir k = 1r(mn), A=k - Bk .

Wir haben wegen (5.3) k - Hw™= k - H(wlA)% k ~ H(w" k),
folglich dS< dy-

Aber .

kK - H(Pik) % k - HYA)L k ~ H™) + 2 logh ,

also A - 2 logh4k ~ H (")

- 4 s
dy - 2 log dM<ds‘\\d

MY

was auch die asymptotische Gleichheit von ds und dM zeigt.
Q.E.D.

Der Beweis macht keinen Unterschied zwischen HO und HN’

somit haben wir auch folgendes bewlesen.

RKorollar 3 dc(“|r) = sup_ 1P(wn) - HN(mn)

ist ein uniyerseller Test, asymptotisch gleich zu dM'

Dieser Test wurde fiir den Fall der Gleichverteilung durch

Chaitin [7] vorgeschlagen. Schnorr hat seine Universalitit

bewiesen. Eine andere Charakterisierung von dc ist in dem

folgenden Satz enthalten.

dn (cofp) ™
Satz 5.3 Sei t.{wlp) = 2 ¢ “L = sup -biN——-ﬂ-— .
B c el n n
r(w )
Fiir ein beliebiges festes berechenbares MaB8 , tc(aqr) ist €~

maximal unter den halbberechenbaren Funktionen t{(w) mit der
Eigenschaft

ft(u)r(dm) < 1.
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Bemerkung Die Konstante in < héngt von w ab.

i

Beweis Wir haben

™ (™) g, k)
PnbiN""r s ZnM'ET" = Pxewy MN(X).J}'—%)-T&U'
\n(w) ‘L(w) ) Tl p

su

1 fir x C W
Hier gx(uJ) =
O sonst.

Darum

“C(wh*)}*(d“’) < T M(x) < 1.

Sei jetzt t(w) eine beliebige halbberechenbare Funktion mit
ft(w)\k(dw) < 1.

Es gibt dann eine rekursive Folge (xi,ki) mit

ky ky
sup 2 T-g, ()Y 22 Tg. @ .
i i

k,
Darum 2 l]k(xi) S Mg(i)

Wir haben

tlw) = sup; —rx

In dem nichsten Satz benutzen wir Kolmogorovs Komplexitdt,

um das Hauptglied in Martin-L&fs Test auszudriicken.
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satz 5.4 Sei Al f) = 1,WY - K(unln,lr(wn)).
Dann gilt
~
dy () X supy Al"jo) = H(n,lrm“);d(w”\p).

Wie im Korollar zu Satz 5.2 bekommen wir einen einfacheren

universellen Test, in dem K auftritt, wenn wir nicht fordern,

daf er gerade Martin-L3fs Test sei.
- 'n _ n
Korollar 1 dK(ulr)'_ sup A (w ]r) H(n,lr(w ))

ist ein universeller Test, asymptotisch gleich zu dM'

Die Form dieses Testes ist besonders einfach flir die Gleichverteilung.

Korollar 2 sup u - K(mnlw) -~ H(n)

ist ein Test fiir die Gleichverteilung. Eine Folge W ist also
gerade dann zufdllig nach dem Lebésgue—MaB, wenn

nx K(w"{n) + H(n)

gilt.

Beweis des Satzes 5.4

Zuerst beweisen wir, daf der Ausdruck dMK in dem Satz einen
Martin~Lof-Test definiert. Seine Halbberechenbarkeit ist klar

aus seiner Definition. Wir miissen zeigen, dan

plow | aplup) > my< 2™

Mit einer Konstante ¢ haben wir, wie im Beweis des Satzes 5.2,

juldyg (wlp) = m} <
cf{wlan A(upir) - Hin,L, ™Im) =2m - cJe '
< r}{k{wl Lato™ =k, k = K(ink) = Hink w =n - ci.
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Wir kdnnen weiter so abschdtzen:

foll, ™ =%k, K(cln,k) sk ~m ~ H(n,k m) + c} <
frieeidy

< 27%f{xend [k(xIn, ) sk - m - Hink m) + cf< 27™ U (n,k{m)

wegen bekannter Eigenschaften von Kolmogorovs Komplexitdt.

Darum endlich
Hol gy wlp) = m) <5 27" Cemin klm g 27

Damit ist dMK;< dMlbewiesen.

Der Beweis von dM.< dMK beruht auf der folgenden Abschitzung,

die gleich aus der Definition der Kolmogorov-Komplexitdt folgt.

Flir beliebige x GN*Z,QDGXNZ, n = 1(x)
RGPl ™) 1@ + log p (x). (5.7)
r r *
Benutzen wir jetzt die Aufzihlbarkeit der Menge U, die wir im
Bewels des Satzes 5.2 definiert haben. Wir definieren das

bedingte halbberechenbare Halbmag N iber N2 durch

zm—1"t~(n—1(n)), falls (m,w ' (n))€ U, und

7k, rk(vﬂ(n)) ¢ 27k

?(n,klm) =

O sonst.

Wenn dM(u[r) > m, dann fiir ein x€ U mit n =K (x),

k = lr(up) haben wir wegen (5.7):

K(wnin,k){( k +-log (n,k{m) -~ m 4 k - Hin,k|m} - m
Hin,klm) < A (&"|p) = m

H(n,krA(w“\v)m AWM = m,

durch die SchluBweise, die auch am Ende des Beweises von Satz 5.2

benutzt war, ' Q.E.D.
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§6. GleichmédBige Tests

In den vorangehenden Kapiteln haben wir iliber Tests dkn|r)
gesprochen, die von w und r.abhéngen. r. war aber dabei immer
ein festes berechenbares M=as und an d waren Forderungen
gestellt nur als an eine Funktion von w. Viele Wahrscheinlich-
keitstheoretiker wiirden die Einschridnkung zu berechenbaren
Mafen fir ungerechtfertigt halten. Flir ein Experimentalergebnis
z.B. widre es unnatiirlich, die passenden Verteilungen nur

unter den berechenbaren zu suchen.

Levin hat in [11] einen allgemeinen gleichmdBigen Test dLban
definiert, der fiir ein jedes berechenbares Mafi ein univer-
seller Test ist. Bemerken wir, daf ein jeder Ausdruck durch
Komplexitdten filir Tests, die wir in §5 getroffen haben, im.
Prinzip als eine Definition fiir gleichmdBige Tests betrachtet
werden kann. Sie sind halbberechenbar in (uhr), haben gewisse
Normiertheitseigenschaften fiir festu’xund sind sogar in ge-
wissem Sinn equivalent, solange nur berechenbare MaBe be-
trachtet werden. Das ist nicht mehr offensichtlich fdr un-
berechenbare r und in der Tat, Levins Test dL(u}r) entdeckt

mehr Unzufdlligkeiten als z.B. ds(w|r).

Wir wollen nicht alle Definitionen aus [11] wiederholen, die
fiir eine selbsttragende Definition eines gleichmdfigen Tests
(L-Test) notwendig sind. In [11] ist ein HalbmaB als ein
konkaves Funktional {iber C(N) definiert, und in diesem Kapitel
benutzen wir auch diese Definition, die verschieden von dem

in §2 ist. Ein Halbma® im alten Sinne ist eine Beschrénkung

eines Halbmafes im neuen Sinne.
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Levins gleichmidpige Tests 4 haben unter anderem Eigenschaften,
die von allen gleichmidpBigen Tests erwlinscht wiren:

(wir stellen sie fiir t = exp 4 auf):

(1) t(uﬂp) ist halbberechenbar in (w,r),
(11)  Jt(wip) p(dw) s 1 fiir alle [

Diese Eigenschaften haben zur Folge, das fir eine jede be-

r<‘c>o exlstlert mit

dL(m”«) s d (olw) + ¢p. Hier ist d, Chaitins Test, den wir

rechenkbare Vertsilung r-eine Konstante ¢

im Korollar 3 des Satzes 5.2 definiert haben. Andererseits
ist es einfach zu zeigen, daB der Test

wig,)

d.(wly) = sup  M_(X)* et
clely xen} My Y@,

fir Halbmage ?’? (%:= O)ein gleichmdBiger
L-Test ist.

Wir haben folglich

Satz 6.1 Flir ein jedes berechenbares Mag r gibt es eine

Konstante ¢, mit

r
]dL(wlr) - dc(wir,)] s cp.

Wir fihren jetzt ein modifiziertes Konzept des gleichméfigen

Tests ein. Es hat die Vorteile einer durchsichtigeren Defi-

nition, in der HalbmaBe vermieden sein kénnen. Dann zeigen wir,

daf dieser Test auch die Eigenschaften besitzt, die in [11]

iber dL ausgesagt wurden.
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Definition Die Funktion t(quQ ist ein P-Test, wenn (i), (i1)

erfiillt sind, und weiter
(iii) fir alle ¢ > O,
ep>y o tlwlp) < ctlwly).
Mit anderen Worten, 1/t(a4h) kann auf die Menge aller end-

lichen unnormierten MaBe zu einer homogenen, monotonen Funktion

erweitert werden.

Bemerkung Diese Bedingung sichert es, das t(w[r) nicht da-
durch vergrégert werden kann, daB man ) (z.B. durch Verschie-
bung einer Masse zu einem Punkt, der zu w in einem einfachen
Verhdltnis steht), durch Verdnderungen des MaBes, die & ei-

gentlich gar nicht betreffen, auffallender macht.
(iv) 1/t(w|r) ist konkav in r.
Bemerkung Diese Bedingung scheint noch weniger motiviert zu
sein. Eine einfache Folge ist jedenfalls
1 1
tlolp) 5 e tluy) sc I tllzp+ 39 < c.
Sie schlieBt solche sonderbaren Tests aus, die w dann als un-
zufdllig ertappen, wenn in einer gewissen Reihe U1,...,Un von

Mengen mit CDé'U1ﬂ...ﬂUn alle Uy kleine Wahrscheinlichkeit

haben.

Wir definieren flir einen P~Test

t(LFfl‘*) Wlelelp)) (= f{(wm)r«(dw))
t(q‘v) = sup  tlplp).
=2

1
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Bemerken wir, daB das Integral ?(f) einer halbstetigen

Funktion £ durch ein HalbmaB ? eine natfirliche Definition hat.

Satz 6.2 Es gibt einen P-Test tPGu‘r), der maximal im Sinne

von € ist.

Der Bewels dieses Saﬁzes ist nicht verschieden von den Be-
weisen aller anderen Sitze dieser Art, er kann darum wegge-
lassen werden.

Die Relation zwischen tL und tp ist klar fiir MaBe:

tL(t‘"") < tP(Ph/) ,

weil tL eine strengere Bedingung der Normiertheit erfiillen
muf. Die apriori Wahrscheinlichkeit behdlt ihre merkwiirdige

Eigenschaft auch fir tP'

Satz 6.3 tP(m[MQ)< ¢ mit einer universellen Konstante c < =,

Der Beweis ist analoé zﬁm Bewels von Satz 2 in [11].

Wir zeigen endlich, daB tP auch die Erhaltungseigenschaft hat.
Ein stochastischer Operator ist eln monotoner linearer Operator
A:C(a)y»C{n)mit A(1)=1. Stochastische Operatoren, urspriinglich
auf stetigen Funktionen definiert, kdnnen auch iber alle

halbstetigen Funktionen £:0 ~>R erweitert werden.

Satz 6.4 Piir einen beliebigen berechenbaren (siehe (111
stochastischen Operator A hat man

tp (PAIYA) € £ (91y) .
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Beweis Definieren wir £iir alle > und J
A Y .
(0 e) = (Atp (elpr) ().

Wir zeigen zundchst, das tA ein P~test ist. Die einzige
Eigenschaft, die nicht trivial verifizierbar ist, ist die

Konkavitdt von 1/tA(p\r) in r. Sie folgt aus

Lemma 6.1 Sei f(w,h) eine stetige Funktion, fiir die 1/f(w,r)

konkav in rfist, v ein positives MaB iiber . Dann ist auch

WP, D1 1= 1/fE (0,0 v ()

konkav in r.

Beweis 1. Die Funktion
g{x _,x,) = L
s o e
o’ 1/xo+1/x1
is konkav fir xo,x1 > 0. Sie ist ndmlich homogen und fiir

x + x, = 1 konkav.
o 1

2. Das Funktional h->» 1/P,(1/h) ist konkav. Konkavitdt be-

deutet ndmlich

>‘o )‘4 1
iy * ey = A R )

1

Aihi

oder mit g =

1
e, (ke ) < e
v \1/9 +1/9, /2,9 +1/8,9,

Das ist aber eben die Konkavitdt von g(xo,x1). Q.E.D.

T —
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Wir haben gezeigt, das tA g tP ist.
Wenn wir Y zu beiden Seiten dieser Ungleichung anwenden,
bekommen wir
_ A
%@MM)—tww)s%uwn
Wir sind fertig, wenn wir zeigen konnen, dags
tfeAlyA) = (¢ ly)
pPALY ey

Per definitionem

tp(wAlyA) = supu>¢AtP(qur)

tA(Lpl\l/) = supuzwtp(\{?A“LA).

Es ist darum genug zu zeigen, dagf ausvrkélfA die Existenz
eines Y2y folgt mit l&éﬁ)A. Setzen wir wvg =r&f fiir alle

g der Form Af. Dann haben wir rm=11A. Die Definition von

ist eindeutiyg, denn Ah = 0 rh = 0, darum y.= 0 auf KerA.

VY ist positiv (wegen ¥ 2\?) und linear auf ImaA, (1} = 1.
Darum ist es auch stetig und kann zu einem Mag Uber 1 beil

der Erhaltung der Eigenschaften wv=2y , r=\/A erweitart werden.

Q.E.D.

Bemerkung tL(W\Y) hat auch die Eigenschaft, daB 1/tL(¢\Y)
fiir jedes Halbmapg ¢ in\{ konkav ist. Uber tP kdnnen wir das

gleiche nur fiir ? behaupten, die Mafe sind.




Wir geben endlich einen besonders explizit definierten (nicht
unbedingt maximalen) P-Test an, der auch die Erhaltungs=-

eigenschaft hat.

Sei {fi}ie;N eine rekursive Aufzidhlung aller positiven
stetigen Funktionen fi:Jl;% Q mit einer endlichen Menge von

Werten., Sei fi > 2"%. Der Test ist definiert als

_ o fi W)
£ lolp) =X g (1) pED
Die Erhaltungseigenschaft kann einfach und direkt bewiesen

werden.

{1l

{21

(3]

4]

(51

{6l

€71l

(8]

fol

{10]

(1]

[12]
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