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Motto: "Ainsi au jeu de croix ou Eile,
l'arrivee de croix cent fois
de suite nous parait extraordinaire,
parce que Ie nombre presque infini
des combinaisons qui peuvent arriver
en cent coups etant part age
en §eries reguli~res, ou dans
lesquelles nous voyons regner un
ordre facile a saisir, et en series
irreguli~res, celles-ci sont
incomparablement plus nambreuses."

(Laplace)

§ O. Einleitung

Die klassische Wahrscheinlichkeitsthearie hat wichtige Probleme,

die den Begriff der Wahrscheinlichkeit betreffen, ungelost ge­

lassen. Die Grundsituatian der mathematischen Statistik flihrt

uns gleich zu einem der dadurch entstandenen Paradaxe.

Sei uns eine Folge x~xl ..•xl00 van O-en und l-en gegeben und

dabei behauptet, daB die O-en undl-en die Ergebnisse Kapf und

Schrift in einem wirklich vorgegangenen PrazeB des Mlinzen-

werfens widergeben. Wenn die Falge aus lauter l-en besteht,

wurden wir die Wahrheit der Behauptung bezweifeln. Dieser Zweifel

ist jedach durch keine allgemeinen Prinzipien der klassischen

Wahrscheinlichkeitsthearie begrlindbar: die Folge 11 ••• 1 (100 mal)

ist genau so wahrscheinlich wie eine beliebige andere (P(X)=2-100).
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Dieses Problem hat auch schon Laplace bescha£tigt, und er,

viele seiner Nachfolger Uberholend, hat auch schon die quali­

tativ richtige Antwort gefunden: es gibt insgesamt so wenig

"regulare" Folgen, daB, wenn eine von i'hnen erscheint, wir

mit Recht argwohnisch sein konnen.

Anderthalb Jahrhunderte brauchte es, bis'mit Hil£e der mitt­

lerweile entstandenen Rekursionstheorie die Gedanken von

Laplace einen streng mathematischen Sinn erhalten kennten.

Kolmogorov, der gegenUber den Versuchen ven Mises, die Wahr­

scheinlichkeitstheorie auf den Begri£f der Zufa.lligkeit zu

grUnden, in den 30er Jahren noch eher skeptisch war, hat 1965

einen Begriff der Komplexitat K(x) der Folge x eingeftihrt, der

die erwtinschten Eigenschaften der "Irregularitat" von Laplace

hat. (Die Priorita.t gehort eigentlioh dem Arnerikaner Solomonoff).

Gemessen mit K(x) hat eine 0-1-Folge der Lange n eine Komplexi­

tat ~ n (~ bezeichnet kleiner gleich innerhalb einer addi tiven
Konstante), aber eine Komplexita.t kleiner als n-k k6nnen nur

2n-k Folgen haben. (FUr die Definition von K(x) siehe §4).

Regularitat kann alsr auch als ein MaB der Nichtzufa.lligkeit

betrachtet werden, wenigstens in dem Fall der Gleichverteilung.

Oer Begriff der Komplexitat macht zwar schwierige philosophische

Probleme l6sbar, seine unmltte!bare Benutzllng stoBt aber auf

Bindernisse: K(x) ist eine unberechenbare Funktion. Der Autor

hat in Kapitel 4 gezeigt, daB K(x) sogar in einem sehr starken

Sinne unberechenbar ist: Fur aIle n gibt es 0-1-Folgen der Lange

n mit K(K(x) IX)?rlogzn-Iogzlogzn. Bier K(K(x) Ix) 1st die be­

dingte Komplexitat von K(x), wenn x bekannt ist. (Bemerken wir,

daB K(x), selbst eine Zahl ~ n, nie komplizierter als log2n

sein kann) .
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In den folgenden Jahren wurden viele Varianten von der Be­

schreibungskomplexitat empfohlen und w1tersucht. Eine von

ihnen, die 1971 durch Levin und 1974 durch Chaitin vorge­

schlagen wurde, ist asyrnptotisch gleich zu K(x), scheint

aber den in£ormationstheoretischen und wahrscheinlichkeits­

theeretischen Anwendungen mehr gerecht zu sein. Diese GroBe,

durch ~(x) bezeichnet, wurde in §4 untersucht. Wir haben in [12]
die Identitat

HN (x,y) )( HN (x) + HN (YI x, HN (x)) , (0.1)

die analog zur Identitat

J{ (X,Y) = j{ (X) + J{ (YI X)

der Informationstheorie 1st, festgestellt. Hier ist ~

Gleichheit innerhalb einer additi ven Konstante, -}t die

Entropie der Zufallsvariablen X,Y. DaB HN(X) von der Be­

dingllng in (0.1) nicht weggelassen werden kann, 1st in §4

gezeigt, gerade durch das £ruher erwa.hnte Ergebnis Uber

K(K(x)/ x).

Der Schwede Martin-Lof, der 1965 ein Jahr bei Kolmogorov

verbracht hatte, ist mit einem allgemeineren Zugang zur Zu­

falligkeit aufgekommen. Flir ein beliebiges berechenbares

Wahrscheinlichkej.tsmaB P auf dem Raum der unendlichen 0-1­

Folgen Jl fUhrt er den Begriff der konstrllktiven Nullmengen

ein. Er zeigt, daB die Vereinigung aller konstruktiven Null­

mengen selbst eine konstruktive Nullmenge ist. Die Folgen

auBerhalb dieser Menge sind dann als zufallig erklart.

Seine Konstruktion einer Nullmenge (als der Durchschnitt

n Urnvon einer rekursiven Folge von konstrllktiv offenen
""

Mengen Um mit l? (Urn)s:Z-m) gestattet die Dafini t.ion einer
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§ 1 Bezeichnun~en und Definitionen

Wir setzen eine rekursive ein-eindeutige Korrespondenz

k :N; -4 N mit K (x) ;;,1(x) fest, wo 1 (x) die Lange des Wortes x ist.

11= N; ist die Menge der unendlichen binaren Folgen. FUr

x.,yE N~, ist xy die Konkatenation von x und y, x.C y genau

dann, wenn :tz(xz==y).

Funktion dM(wIP) ~ max{mlwEum1, die auch bei den zufalligen
Elementen w die Abweichung von der Zufalligkeit (den Defekt

der Zufalligkeit) miBt. (AIle Elemente mit positiver Wahr­

scheinlichkeit sind zufallig, aber nicht in dem gleichen

MaBe: dM(w/ P) zeigt diese Unterschiede). dM kann Martin­

Lofs Test genannt werden.

Es gibt eine FUlle von Untersuchungen, die zeigen, daB die

Zufalligkeit im Sinne von Martin-Lof einer unendlichen 0-1­
Folge auch durch das Verhalten der Komplexitat der Anfangs­

stUcke von w charakterisiert werden kann. Das flinfte Kapitel

der Arbeit faBt mehrere dieser Ergebnisse in einer einheit­

lichen Weise zusammen (dM wird in Komplexitatstermen aus­

gedrUckt), unter ihnen altere (1971), bisher nicht publi­

zierte, und neuere Ergebnisse des Autors.

Das sechste Kapitel ist einigen Fragen Uber Levins gleich­

miiBigen Test ~ gewidmet. Er wird fUr den Fall der berechen­

baren MaBe durch eine Formel angegeben, die eine Verallge­

meinerung von Chaitins Zufalligkeitstest darstellt. Eine

Variante is·tweiterhi.n vorgeschlagen, fUr die aIle gewUnsch­

ten Eigenschaften von dL bewiesen werden konnen.

Bezeichnungen: AIle Logarithmen und exp-s sind zur Basis 2.

N ~ Die Menge der natUrlichen Zahlen

Nk = 0,1, ..• ,k-1

Q = die Menge der ratione lIen Zahlen

R = die Menge der reellen Zahlen'

R+ = Rn [0,"")

R = RV{oo), R+ = R+U{"';j.

N;==UnN~uf!lJ wo J\ das sogenannte leere Wort ist.

1ch will meinen Dank an Professor Dr. C.P. Schnorr hier aus­

drUcken, der mich zu dieser Arbeit angespornt, unterstUtzt~

und mir mit wertvollen Bemerkungen geholfen hat. Dank gilt

auch meinem Freund, L.A. Levin, fUr die Mitteilung vieler

seiner 1deen, die seinen auBerst lakonischen veroffentlichten

Arbeiten zugrunde liegen.

FUr Wt:N;, w=CJ1w2 ... (WiEN2) undc.,P =c.J1'·' cUn'

FUr zwei nichtnegative Funktionen f,g schreiben wir f ~ g,

wenn es eine Konstante c> 0 gibt mit cf ~ g. f·~ 9 <=;> f ~ g

und 9 '"f, f ~ 9 ~ expf <>; expg, f ~ g <;:::;'> f ~ 9 und 9 ~ f.

Wir betrachten N; mit seiner gewohnlichen Topologie bestimmt

durch die Basis [xN;1x EN;}, R mit seiner gewohnlichen Topo­

logie {(r1,r2) I r1 ,r2E Q, r1 < r2\.

Seiva die Menge aller WahrscheinlichkeitsmaBe Gber 0, mit

ihrer (schwachen) Topologie bestimmt durch die Subbasis aus
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Mengen der Form ire ALl r1< IL<. (x)< r2} (r1'r2 f Q). Hier ist

~(x):= f(X~), Wir werden N und N; manchmal auch als diskrete

topologische Raume betrachten (sie sind im wesentlichen aqui­

valent durch die Korrespondenz K). In jedem dieser (lokal­

kompakten topologischen Raume X ist also eine Basis {Uili N}

mit einer festgelegten Aufzahlung gegeben. Auch gewisse neue

Raume, gebildet als Produkte, werden betrachtet.

§ 2 Martin-Lofs Tests

Definition [1J Sei rein berechenbares MaB. Ein Martin-L6f­

Test ist eine halbberechenbare Funktion d:N;~ R mit

't/ k. ,{Wld(W) > kJ S 2-k

Definition Ein Element x des Raumes X ist berechenbar, wenn ~~ [Martin-Lof, 1J Unter den Martin-Lof-Tests gibt es

zustellen, in denen man Nichtzuf1illigkeiten in Folgen messen

Lof-Tests. Es ist leicht, verschiedene vernilnftige Weisen vor-

einen maximalen im Sinne der Ordnung <;.

mal fur jedes f fes·t und nennen ihn dM (wit" ), der universelle

ML -Test. Eine Folgec...>heiBt zufallig, wenn ~(Wlr-)<co,

Der Begriff der zuf1illigen Folge ist invarianter als Martin-

Wir legen einen maximalen Ml -Test ein flir alle-Definition

Eine Funktion f:X ~ R ist halbberechenbar (von unten) , wenn

i(r,x)/rER,xEX, f(x) > r} konstruktiv offen ist. fist

berechenbar, wenn fund -f halbberechenbar sind.

{ilxE Uil (rekursiv) aufzahlbarist. Eine offene Menge G C X

ist konstruktiv offen, wenn tiluiCG} aufzahlbar ist.

F C X ist konstruktiv abgeschlossen, wenn FC, das Komplement

von F konstruktiv offen ist.

kann. Die Frage aber, welche Folgen sind zufallig schlechthin,

Ein MaB

ist. Es

fist berechenbar, wenn es als Element yon j( berechenbar

ist leicht zu sehen, dap diese Forderung aquivalent

ist durch die meisten Zugange aquivalent beantwortet.

Wir verallgemeinern ein wenig den Begriff eines Tests.

zur Bedingung ist, daB ~(x) als eine Funktion liberN; be­

rechenbar sei. Definitiqg Flir ein berechenbares MaB f' eine halbberechenbare

Funktion d:O~ R+ ist ein Test, wenn

l2;-.m)-,-{wld(,,))> m} = 0 I,rekursiv",

d.h. es gibt eine rekursive Funktion m(k) mit ~lf<.J1d(w/ > ""'(~)J'; 2.-1...

Flir einen Test d gilt

tw I d(w) '" oo)cfwldM(w) = CO).
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1m FaIle der Gleichheit sagen wir, daB der Test universellist.

AIle universe lIen Tests d, mit denen wir zu tun haben werden,
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Wir werden auch HalbmaBe liber die diskreten Raume N, N; be-

sind asymptotisch gleich zu '\i' d.h. es gilt trachten. (Ein HalbmaB Uber N ist durch eine Funktion ~:N
+

-"'R,

lim dM/d
d.-;.""

1 • Exf(X) .;

gegeben). HalbmaBe liberN; entsprechen durch K denen liber N.

Satz 3.1 (Levin 2J In der Menge aller halbberechenbaren Halb-

§ 3 Apriori Wahrscheinlichkeit

MaBe f sind,bestimmt durch ihre Werte r(x) auf N;. Untere

Grenzen van Mengen van MaBen sind nicht mehr durch diese Werte

bestinunt, wir interessieren uns aber nicht fUr ihre Werte

anderswo. (Die allgemeine Definition von HalbmaBen findet man

in [11 J ).

maBe gibt es ein maximales Element im Sinne der Relation ~.

Wir fixieren ein maximales HalbmaB M = M~ und nennen es die

aEriori Wahrscheinlichkeit Uber~. Die apriori Wahrscheinlich­

keiten Gber N,N; bezeichnen wir durch ~ (wir schreiben ~'x)

auch fUr ~(K(X) ohne Gefahr eines MiBverstandnisses).

Wenn keine MiBverstandnisse entstehen konnen, lassen wir die

Subscript weg.

)?efinition [2 J

If :N; -';> R+ mit

Ein HalbmaB liber 0 ist eine Funktion

If (x) :, If (xO) + 'f (x1)., 'f (A) s 1.

Der folgende Satz zeigt die Rolle der apriori Wahrscheinlich­

keit bei der Bestinunung der Zuf!lligkeit.

Wir bezeichnen die Menge der HalbmaBe durch 8. 8 erhalt die­

selbe Topologie wie "U, so vU ist ein Unterraum van 5. Es ist

einfach zu zeigen, daB f (x) = inf{ ~(x)1 ~ :'f,~fJ{S, und daB die

untere Grenze van einer beliebigen Menge van MaBen ein HalbmaB

ist.

Ein HalbmaB ist halbberechenbar. wenn es als eine Funktion

* .
N2 -7 R+ halbberechenbar ist. Es ist nicht schwer zu sehen,

daB f genau dann halbberechenbar ist, wenn die Menge

{t' e J,t lr-:, lfl konstruktiv abgeschlossen in ,U ist.

Satz 3.2 (Levin, 3J, siehe auch [Schnorr, 4J.

ds(w'~):= sUPn log MJl(Wn) - log f(Wn) ist ein univers~er Test

fUr ein beliebiges berechenbares MaB r.

Bemerk~ Flir ein fixiertes berechenbares MaB ~ ist

MJl.(wn)/ r(uP) van unt,en beschrankt. uJ ist also zufallig genau

n). ( n
dann, wenn i(W ~ Mnw ) •
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2. ds ist auch fUr unberechenbare MaBe definiert,

und man hat ds(wl~) ~ 0 fUr alle ~ ~ M. Wir konnen diese Tat­

sache so interpretieren, daB nach der apriori Wahrscheinlich-

keit alle Folgen zufallig sind. In § 6 finden wir, daB diese

scheinlichkeitstheo~ie eine Rolle geben, und wieder andere,

die sie mit der Entropie der Informationstheorie in eine enge

Beziehung setzen. Diese Eigenschaften, wenn sie die Form der

Behauptung auch fUr eine breite Klasse von "gleichmaBigen Tests"

wahr bleibt.

Ungleichungen haben, enthalten oft Restglieder logarithmischer

Ordnung. Urn zu Ungleichungen innerhalb einer additiven Kon-

§ 4 Komplexitat

stante zu komman, hat es sich als nUtzlich erwiesen, andere

Komplexitaten zu definieren, deren intuitive Bedeutung und

nlllnerischerWert zu denen van K(x) nah ist. Eine dieser

Varianten, gefunden durch Levin [6J, hat besonders gUnstige

Eigenschaften.

Bezeichnung H(x) = -log M(x).

Bezeichnun~ Wir benutzen manchmal statt '1' die Funktion '1"

definiertdurchT'(p,x) =y¢;.' 3qc.p.T(q,x) =y.

die Eigenschaft hat, daB fUr alle anderen A E 't, ~ ~ KA.

~.lst die neue Komplexitat, und ihre wichtigste Eigenschaft

ist, daB sie mit dem I,ogarithmus ~ der apriori Wahrschein­

lichkeit ~ liberN beinahe liberelnstimmt.

Eine Menge EeN; heiBt prafixfrei, wenn x,yEE => x<±.y.
-* ".. ~

Eine partielle Funktion A:N 2X N:2 + N2 ist Erafixgei, wenn

fUr alle y {pIA(p,y) ist definiert} eine prafixfreie Menge ist.

Sei 'F" die Menge aller prafixfreien p.r. Funktionen A:N; x N; .,.N;.

'r, dieIn der Menge :r gibt es auch eine "optimale" p.r.

Funktion U gibt mit KU <. KA fUr eine beliebige andere p.r. A.

Wir legen ein solches U fest und schreiben K fUr KU' K(y/ x)

ist ~ Kolmogorovsche Komplexitat von y gegeben x.

KA(y\x) = minll(p)1 A(p,x) = yl,

KA (':J) '" \.<,-\ ('111\).
Kolmogorov zeigte, daB es eine "optimale" partielle rekursive

betrachtet werden. Die erste Definition einer Beschreibungs-

Definition Sei A:N~XN~ ~ ~ eine partielle rekursive Funktion.

Wir schreiben

Die Zahl H(x) kann aus mehreren GrUnden als eine Art Komplexitat

komplexitat stamnlt von Kolmogorov und Solomonov [5J.

Die Kolmogorovsche Komplexitat besitzt Eigenschaften, die man

intuitiv von einer Komplexitiit verlangt, andere (z.B. die in

der Einleitung erwahnte), die ihr bei der Begrundung der Wahr-

Satz 4.1 (Levin) HN (x);::-KT (x).

Satz 4.1 wUrde auch fUr bedingte Komplexitaten gelten, wenn

wir den Begriff eines bedingten HalbmaBes definiert hatten.
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Wir nennen die halbberechenbare Funktion r(x I y) ein be-

dingtes HalbmaB, wenn sie fUr jedes y ein HalbmaB ist. Unter

den bedingten, halbberechenbaren HalbmaBen gibt es ein maxi-

males im Sinne von ~. Wir nennen ein fixiertes maximales be-

ding-tes halbberechenbares HalbmaB M (x Iy) die bedingte apriori

Wahrscheinlichkeit, H(x\y) :=-log M(xly). Dann gilt auch

H(xly)';::KT(xiy).

Die drei verschiedenen Arten von Komplexitat sind numerisch

nicht sehr verschieden. Es gilt bekanntlich
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von K sind in [2) charakterisiert, die von ~ sind genau die

Funktionen f(x) mit !:x2-f(X)< oa. (Abschatzung 1m Sinne von;().

Von nun an werden wir in diesem Kapitel nur mit HN(X) zu tun

haben, darum kann der Index N weggelassen werden.

Betrachten wir jetzt nur die Komplexitaten von naturlichen Zahlen.

Konnen wir etwas mehr Uber die monotonen oberen Abschatzungen

sagen? Ja, wir konnen sagar die kleinsten bis auf ~ bestimmen,

aber fur H wird das wieder keine berechenbare Funktion. Bemerken

wir, daB fUr eine beliebige Funktion f(n) ihre kleinste monotone
Satz 4.2 ~K ~ HN ~ K+2 log K)

b) Hn -< HN•

c) ~Ur eine beliebige prafixfreitrekursiv aufzahlbare Menge

E eN; gibt es eine Konstante c mit

VxEE, YEN;. HN(X!y) :!: Ho(xly) + c.

Abschatzung durch

gegeben ist.

f¥(n) max f (k)
k~n

Die Komplexitaten, die wir bisher definiert haben, sind un-

Satz 4.3 (5,7) K.)\(n) ~ log n,

H!C(n);::::log n + H([log n)

berechenbar. Es gilt sogar, wie Kolmogorov gezeigt hat, daB

alle partiell rekursive untere Abschatzungen zu K(x) von

oben durch eine Konstante beschrankt sind. Chaitin ist in

zwei Arbeiten den beweistheoretischen Folgen dieser Ergeb-

nisse nachgegangen.

Da die Beschreibungskomplexitaten immer von oben halbberechen-

bar sind, sind sie die untere Grenze ihrer berechenbaren

Bemerkung Die Abschatzung H* ist zwar nicht berechenbar, aus

ihr folgen aber sofort einfache berechenbare Abschatzungen, wie

log n + log log n + 2 log log log n.

Diese sind leider fur groBe n immer ungenauer.

Der Autor, wie auch R. Solovay ( siehe [8])haben, unveroffentlicht,

berechenbare obere Abschatzungen fUr H gefunden, die auf unend-

oberen Abschatzungen. Die berechenbaren oberen Abschatzungen
~ich vielen Stellen scharf sind.
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Satz 4.4 Es gibt eine berechenbare obere Abschatzung fix)

von H(x), fur die auf unendlich vielen Stellen die Unglei- Wie hoffnungslos H(x) (wie auch K(x) unberechenbar ist, ist

chung auch an dem folgenden Satz zu sehen.

f(x)~ H(x)+ c

gilt.

Beweis Sei T der optimale Algorithmus mit KT;< HN.
~ ~

Es gibt ein berechenbares Pradikat Q(p,x,t) uber N2XN2XN

mit folgenden Eigenschaften.

Satz 4~ [12] FUr aIle n gibt es ein xE N~ mit

H(H(x)' x) ~ log n - log log n - C

fUr eine Konstante c <

(i) T(p) = x *'-) ::It.Q(p,x,t) Bemerkung H(x), als eine Zahl kleiner als n + 2 log n, hat

(ii) Q(p,x,t)!\ Q(p,x,t') ;9 t t' . eine Komplexitat, die sogar ohne Bedingung nicht groBer als

Sei z.B. er eine Turingmaschine, die T berechnet, dann de­

finieren wir Q als « 1halt auf p in t Schritten, und gibt

log n + 2 log log n ist. Das zeigt, daB x bei der Berechnung

von H(x) manchmal fast gar nichts hilft.

Beweis Sei s slog n eine Zahl mit der Eigenschaft

VXfN~3pEN~.T' (p,x) = H(x).

Wir nulssen die Ungleichung

x aus".

Wir definieren die beschrankte Komplexitat

Ht(x) = minll(p)::;,'U(x)\:Jt'.::t.Q(p,x,~) 'I.
s ;r.. log n - 10g10g n (4.5)

Sei nun

kUrzesten t-beschrankten Programm auch t bestimmt werden.

f (:.) = H';\ (< ~>l.)1.) ( -:c) •

(Bier ist \ , ) eine rekursive Paarungsfunktion, ( )1' \ )2

ihre Umkehrung). Bei Bt-1 (X)Ht(x) kann namlich aus <:!-in~m

beweisen.

Bezeichnen 'Nir durch Mi (n,s)=11i die Menge aller X6:N~ m.it

wenigstens .i. verschiedenen p 6 N~, die annehmbar fUr x sind.

Betrachten wir die Folge

Wir sagen, daB pE: N~ annehmbar fUr x f N~ ist, wenn es ein

k = T' (p,x) und ein q~N~ gibt mit T' (q,A) = x.

(it 'r )

und c < co ""it

c.
Es gibt eine rekursive Funktion 9 :NX'N7~ N

Ht-1 (x) > Ht (x) "'.> Hg (t".-)(x,t») ~ Ht (x) +

fist die Lange eines Programms fur z, darum eine obere Ab-
n

N2 = Mo:::JM~::> ::>Mj":)Mj+1 ¢

schatzung fur H. Sei jetzt z von der Form \X,t), mit

t t-1
H(x) = H (x) < H (x). Dann folgt aus (4.4) f(z) ~ H(Z)TC

wo Mj ~ ¢. Offenbar gilt

j s 2s (4.6)

Q.E.D.
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Wir zeigen jetzt, daB
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10g#Mi ~ 10g#Mi+1 + 5 log n.

Dazu finden wir ein x E Mi - Mi+1 mi·t

10g#Mi-1 ~ H(x) ~ log#Mi+1 + 5 log n.

(4.7)

(4.8)

Die zweite Ungleichung in (4.8) wird gelten, weil 'NirfUr x ein

Programm mit der Lange auf der rechten Seite von (4.8)

schreiben. Wir schicken einige Bemerkungen voraus.

1. Die Menge

t(i,x,n,s) I xEMi(n,s) 1

ist aufzahlbar. Aus den Zahlen i,n,s,*Mi+1 laSt sich

darum die Menge Mi+1 bestimmen.

2. FUr Elemente x der Menge Mi-Mi+1 ist H(x) aus i, n, s und x

berechenbar: das kUrzeste Programm zu x ist unter denen, die

durch die genau i verschiedenen annehmbaren p geliefert

werden.Wir suchen nach annehmbaren p, bis wir schon

i StUck gefunden haben.

3. Wir konnen die Ungleichung

f

2. Es beginnt mit der Aufzahlung von Mi - Mi+1. FUr aIle

x aus dieser Menge berechnet es H(x). Wegen (4.9) kommt

frUher oder spater ein erstes Element x mit H(x)~(10g#MiJ-1 vor.

Es wird als Ergebnis ausgegeben.

Die Gesamtlange unseres Programms betragt also

Konstante + log # Mi+1 + 4 log n + 10 log log n ~

~ log # Mi+1 + 5 log n.

Damit ist (4.7) bewiesen. Aus ihr folgt

j~ __ n
5 log n

das gibt mit (4.6) die gewunschte Ungleichung (4.5).

log(*Mi - fMi+1) ~ log * Mi - 1

voraussetzen, sonst ist (4.7) trivial.

(4.9) Q.E.D.

Das Programm arbeitet, wie folgt.

1. Es benutzt die Zahlen n,i,s,(log #Mj] und #Mi+1. Dazu

werden der Reihe nach folgende Programmlangen gebraucht:

log n + 2 log log n, log n + 2 log log n, 2 log log n,

log n + 2 log log n, 10g#Mi+1 + log n + 2 log log n.

Die Komplexitaten zeigen eine weitgehende Analogie und

auch interessante numerische Beziehungen zur Entropie JC(X)

eines Zufallsvariablen X. Die vorhandenen Aussagen sind

genauer und inhaltlicher fUr H(x) als fUr K(x), darum be-

schranken wir uns in bezug auf K(x) auf zusatzliche Be-

merkungen.
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I (XiY) H(y) - H(ylx).
(4.12) folgt aus

Es gilt die Ungleichung wie in der Informationstheorie
M(x) .,;;M(x,A) ~ L M(x,y) .

y

Bemerken wir, daB fUr K diese Ungleichung nicht mit dieser

Darum gibt es ein bedingtes halbberechenbares HalbmaB ~ ~ ~

mit \;Ix.lji(ylx,H(x))'%If(Yix,H(X)). Wir haben

\:f(y/x,k).,;;M(yix,k).

H(x,y) ~ H(x) + H(ylx)

Genauigkeit gilt.

Die volle Analogie hort auf, wenn wir die Gleichung

<ll(X) + if(YIX) = -j-t:(X,Y)

betrachten. Stattdessen haben wir folgenden Satz

Satz 4.6 [Gacs - Levin, 12J

H(x,y)~ H(x) + H(yix,H(X)).

(4.10) .

(4.11)

Desha~b

H(ylx,H(X))~ H(x,y) - H(x).

Korollar 1 H(x,y) X H(x,H(x) ,y)

Korollar 2 H(x) + H(ylx) - H(x,y) X I (H(x) iyl x) ~

~ H (H(x)Ix)4 log H (x) + 2 log log H (x)1

mit I(x,ylz)::::.H(ylz)- H(ylx,z).

Q.E.D.

Beweis

a) (~ ). Wenn wir das kUrzeste Programm fUr x haben, ist

uns auch seine Lange, H(x) bekannt. Darum, um y zu be-

stimmen, genUgt noch ein zusatzlicher Programmteil der

Lange H(ylx,H(X)).

b) (~_).
Die Funktion

~(ylx,k) = exp(k-H(x,y))

ist halbberechenbar von unten, und es gilt

Korollar 3 I(x,y) - I(y,x)X I(H(y), xly) - I(H(x),y!x)

Wie wir sehen, werden die Identitaten der Informationstheorie

nich,t genau erfUllt. Wir konnen aber allen Beziehungen auch

die Ubliche informationstheoretische Form geben, wenn wir,

wie Chaitin, auf die Halbberechenbarkeit der bedingten

Komplexitat verzichten und die neuen GroBen

x = (x,H(x), H(yix)::::H(y\x), I(x,y) = H(y) - H(yjX)

H(x) + H(y) - H(x,y)

einfUhren. Dann haben wir

\;I x.Ly 'f (y/x,H(X)) .;;1.
(4.12) H(x) + H(ylx) ~ H(X,y),

I(x;y);:; I(y,x).
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H(ylx) ist aueh >( der Lange des kUrzesten Programms, das y aus

einem kUrzesten Programm von x bereehnet.
Die Komplexitaten H(x) und K(x) sind also nieht nur unbe-

ist die einzige Ursaehe der Niehterfiillung der genauen Ana-'

reehenbar, sondern tragen manehmal aueh noeh viel zusatzliehe

logien derinformationstheoretisehen Identitatenfiir R(x). Ein umstand

kann uns aber einigermaBen trosten: daB der Antell der

Folgen x mit groBem H(H(X)I x) sehr gering ist, sagar egal,

mit welehem halbbereehenbaren HalbmaB wir es messen.

die aus x nieht ermittelbar ist •.D,asInformation,

asymptotiseh gleieh log H(x,y) sind.

Wir haben

DaB die linke Seite in Korollar 2 nieht ~ 0 ist, ist viel

weniger trivial zu beweisen als die entspreehende Tatsaehe

fUr K(x). (Siehe [2] fUr Beispiele). Wir mUssen Satz 4.5

benutzen. Wir zeigen jetzt, daB auf einer unendliehen Menge

von Stellen die linken Seiten in Korollar 2 und 3

H(x) + H(xlx) - H(x,x) ::::::'H(H(x)lx).

I(x;x) - I(x;x) X -H(H(x)lx).

Sei y die eharakteristisehe Funktion einer rekursiv aufzahl-

baren Menge, die die Eigensehaft

DaB H(H(x)1 x) manehmal die GroBe von log H(x,x) asymptotiseh

erreieht, folgt aus Satz 4.5.

••
2.

~()J I nl X 'f1..

(4.13)

hat. (Siehe [2]4

Korollar 4 [Levin, 12] I(x;y) ist sogar asymptotiseh nicht

symmetriseh.

Bemerken wir, daB die Information, die ~ liber eine endliehe

Folge x liefert,

Beweis Setzen wir voraus: lex) = n, n groB genug, e eine Konstan

H (H(x)I x) >.- log n - log log n - c •

Wir betraehten x, x und H(x). Folgende Beziehungen sind un­

mittelbar evident.

I(v;x) :=H(x) - ~(xl)l),

wegen der Bemerkung naeh Satz 4.' definiert 1st.

Satz 4.7 [Levin, 12]

2"
v({)==))

I(x;H(x))~ 3 log log n -< log n - log log n ~ I(x;H(x)),

I (H (x) ;~) r:... I (H (x) IX)

Die Symmetrie wird darum entweder auf dem Paar x,H(x) oder

auf dem Paar X,H(x) stark verletzt.

Q.E.D.

H(H(x)1 x) ~ I('i;x) + 3 log I(ViX)

Beweis 1m Beweis des Satzes 4.4 haben wir die beschrankte

Komplexitat at(x) eingeflihrt.

Sei Vn(t) eine rekursive Funktion von n und t mit Werten aus

\0,1\ , monoton waehsend in t mit limt)Jn(t) =Vn•

Sei to(x) ••min {t\Ht(X) '"H(x)1

t\ (n) •• nUn it 1.J1(t) '" yn r I

k = k(x) :;;maxP.lt, (2i)< to (xl} ,
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Bezeichnung Wir fUhren folgende anschaulichen Bezeichnungen
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Wir setzen den Beweis ven Satz 4.7 fort.

Andererseits folgt, daB x eine fast volle Information liber

ein
x S y mod z ~ H(y I x, z) ~ 0

x :=. y mod z (,::?;> x ~ y und yl:; x mod z •

Sie sind natUrlich nur fUr Funktionen x(t), y(t), z(t) sinnvoll.

Aus Lemmat1 und (4.13)

H(H(x)\ x) ~ H(v(k)l x) + H(H(x)1 V(k) ,x)-<: H(v(k») (4-.17)

H(H(x)1 x,y(k+1» ';:; 0 (4.15)

Lemma 4.1

H(x):: y(k(.)) mad (x,k(){))

~ FUr ~ zeigen wir zunachst, daB

In der Tat, man kann aus V(k+1) zunachst

t1 (2k+1) ;<'to(x),

(4.14)

y(k) hat:

I (x; v(k) );::: H(v(k» - H(')J(k)\ x) ),;..­

,.;:'H(-v(k» - H(v(k)jx,k) - H(k)x

;;::::H(V(k») - H(k)

Sei u = H(v (k» -H (v (k) I k) = I (k;v (k) l. Dann L1~H(k) ,H (L1)"*2log log k.

Weitere Umformungen benutzen die Iden"l:itat I (x;y)X I Cy;x) •

H(V(k)- H(k)~ I(x; )}(k» X I(;(ki ;xj ~ Hy;x) + H(k) +H(.d).

weiter daraus und x auch H(x) bestimmen.

Bemerken wir dann, daB

H(v(k+1)1 \l(k) ,k) X O. (4.16)

Daher I(v;x)1 H(v(k»-2H(k)-H(L1)~ H(v(k»-3 log k

Aus (4 . 17) und (4 • 18) ,

(4.18)

Nach einer Variante unserer informationstheoretischen Identitat

(4.11), H(xjy,H(ylz), H(x,ylz)-H(ylz), und (4.13) hat man namLich
H(H(x) Ix)~H(V(k»I~ I(y;x) + 3 log I(y;x).

Q.E.D.

H()!(k+1)1 )I(k) ,k) X H(v(k+1)lv(k) ,H(>J(kllk))::=:.

.::::H(v (k+1) , v(k)i k)- H(v (k)1k)::::::k - k ><.0

Aus (4.15) und (4.16) folgt ~

Bemerkung Eine einfache Urnformung gibt auch

H(H(x)\x) - 3 log H(H(x)\ x) ~ Ih>;x). (4.19)

:;:J gilt, weil aus x und H(x) auch

to (x) /' t1 (2k)

bestimrnbar isl:. Q.E.D.

Korollar FUr aIle i ) 0 gilt

MIxl H(H(X)\ x) ~ 11 •• t3 • 2-i
(4.20)

Beweis I(V:x) H(x) - H(xIV) ~ log(M(X\v)!M(x».
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dieser Formel gegeben.

Da M(.jy) ein HalbmaB ist, haben wir

M r x 1M(x \v ) 1M (x) ;;,j l< j- 1 (4.21 )

Bemerkung K(xly) ist durch die nattirliche Verallgemeinerung

fur aIle j. (4.21) folgt jetzt aus (4.19) und (4.21).

Dieses Korollar besagt, daB die apriori Wahrscheinlichkeit all

derjenigen x, die eine schwer bestirnrnbareKomplexitat haben,

gering ist. Die Wahrscheinlichkeit wird dann klein auch

dureh ein beliebiges bereehenbares MaB ~. gemessen, weil M
I

dieses MaB ~ im Sinne von ~ majoriert.

BeweJ,§, l\!(xIK(X))~ K(X)

ist offensichtlich aus der Definition dieser GroBen. Wenn wir

ein i mit HN(xli)~t haben, dann gilt aueh K(X)~ i.

Sei namlieh

A(p) = T'(p,l(p)).

FUr beliebige i, p, x mit l(p) ~ i, T(p,i) = x

hat man

§5 Oarstellung der Tests durch Komplexitaten

Satz 3.2 gibt zwar eine hochst befriedigende Charakteri-

A(pOi-l(P) )

Darurn gilt K(x) ~ KA(X) ~ 1.

(5.2) ist leieht zu sehen.

X.

Q.E.D.

sierung der Zufalligkeit dureh das Verhalten der apriori

Wahrscheinliehkeit (ihr Logarithmns ist eine Art Komplexitat) I

es bleiben aber noeh technisch interessante Fragen zurlick

a) auch Martin LOfs Tests selbst durch Komplexitat auszu-

drUcken,

b) zu klaren, wieweit andere Komplexitaten zur Charakteri-

sierung der Zufalligkeit geeignet sind.

Dieser Satz gibt uns die Idee zu der folgenden Definition

einer Hilfskomplexitat.

~
Definition H(x;k) = min£iIH(Klk - i) ~ i\ •

Die Definition ist sinnvoll fUr sowohl I\!als aueh HO.

Ahnlich zu (5.2) haben wir die Identitat

Wir beginnen mit einem Ausdruck fur die Kolmogorovsche

Komplexitat dureh H.

H(x,k) X H(xlk - H(x;k)). (5.3)

Satz 5.1 (Levin)

N
Bemerkung 1. H(x;kly) kann analog definiert werden. Satz 5.1

K(x):< minfill\!(xii) ~ i\

K(x) ::::::HN(xl"K(x)

und (5.1)

(5.2)

zeigt Uns dann, daB

\(X;kik)X- K(xlk)
(5.4)
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gilt. ~ kann also als eine Verallgemeinerung

von K betraehtet werden.

Wir benutzen die Identitat (5.3). Dann haben wir mit einem

c> 0:
cJ rv

2. HO ~ HN•

In der Tat haben wir

(5.5) tuJ \ dML (wlr) = m} c.

c:. {w \3 n.- log r-<wn) - H (c..'lnlm):.m - cJ

=: {w \3n. M..05uJnlm) / ,(.p) :. 2m-c}.

Fo1gendes einfaehe Lemma gilt fur aIle HalbmaJ3e fund MaBe r··Hrl(xik - i)< HN(xlk - i),

aus HN :S i folgt somit Hn< 1.

N
3. H ist offenbar halbbereehenbar von oben.

Lemma 5.1
flwI3n'i'(""n)lr-(",n)"7'"'-J<

«.--1

Wir haben in Satz 3.2 gesehen, daB die Prufung

der Zufalligkeit natUrlieh mit einer Vergleiehung

van -log ~(~p) und irgend einer Komplexitat von

wn verbunden ist.

Beweis Sei n(w) das erste n (wenn es existiert)

n n
mit 'f (w ) / r-(<.J ) > "'-

Die Menge

A = {xj3w. x =C.J nl-v)J

ist prafix-frei. Darum gilt

Bezeiehnun~ li(Wn) [-log 1"-- (c,p)]. Ex E A Lf (x) :5: 1

Beweis Seien die Ausdrueke in Satz 5.2 entsprechend mit dML

und dMC bezeiehnet. Nach (5.5) haben wir dMC~ dML•

'--sup
c'" n

lr-(£'P)

lr (uP)

fur ein beliebiges HalbmaJ3~. Andererseits, wegen der

Definition von A, hat man

Q.E.D.

-1
x E. A ;} r- (x) :S ~ (x) • ~ ,

5 Inn 1. -1~lw:;]n'f(<.J )/I"(W »oL) = ExcA/(x):5:;>( •

Wenn wir jetzt das Lemma auf das HalbmaB Mo(wnlm) anwenden,be­

kommen wir

MaB t"- hat ",,<ill'\-ein festgelegtes bereehenbares

rJ n n
- HO(W ;lr-(w »)X

r--> n n
- HN (w i 1,«0 ») •

sup
n

FUr

dM(w!t<-) .~

Satz 5.2

Wir mlissen zeigen, daB dML~ dM und dW~ dMC' dML~~ •...•ird

bewiesen, wenn wir zeigen, daB dML halbbereehenbar ist (das

ist klar von der Definition) und daB \1m, ~.{t,) \dML (t.J1ttl? m I '"2-m
gilt.

r- ~ w I dML (Wlr-) = m J

Jetzt zeigen wir dM4 dMC'

:S 2-m +- e
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Wegen der Halbberechenbarkeit von dM gibt es eine rekursive

Falge 1(mt, Xi) J

i(mt,xt. ) I t E: N 1

If

t (:N von Elementen von NXN2 mit

{ (m,x)1VWE XN;.dM(c.JIr-)> ID}.

Dieser Satz enthalt als Spezialfall die erste bekannte exakte

Relation zwischen Tests und Komplexitaten [10). Sei n dien

Gleichverteilung fiber N~. Ein universaler ML -Test ~(xlnn)

Sei t (m,w) das erste te N (wenn es existiert) mit WE XtN;' ist definierbar als maximale (in bezug auf -<S), halbberechen-

und m s mt' Die Menge

u= -\:.(m,x)\3w. x

ist rekursiv aufzahlbar,

bare Funktion d(xIITn) von x und n mit

x ( )1 I Yn,k.iT1xld(xllln) ;;'klS2-k.t m,w n

Korollar 1 [10) dM(X!TIn)>:- n - K(xln).

Um = I x I (m,x)E.U1 ist eine prafixfreie Menge

Q.E.D.

UmN~ =\(,.,j \

Darwn gilt

L:
x E U ~(x)m

Dann ist aber die Funktion

von Folgen,

dML("'li) ;;,m}.

s 2-m.

Beweis Satz 5.2 bleibt natUrlieh wahr, aueh fUr N2 statt 0

und sogar, wenn wir n als Parameter liberall in den Gleichungen

lassen. Wir haben dann fUr ein beliebiges x E N~

dM(x\lT)>< - logiT (x) - HN(I.P;(- log iT (x))\n)n n . n

= n - HN(X;n\n) "" n - K(xln) wegen (5.4).

Vom ersten Teil des Satzes 5.2 konnen wir aueh Satz 3.2

'f (xlm) = { f(x) . 2m fur (m,x)~ Uo sonst

ein bedingtes halbberechenbares HalbmaB liber N;, und wir

haben ~ (xlm) '"co(xl Ill) •

Darum gibt es fUr aIle w mit dM(""\r-):>m ein n(= l(xt(m,v-O)))mil

HN(wnjm) ~ - log ~(Wn) - m. (5.6)

unmittelbar beweisen.

Korollar 2 ds ist asymptotisch gleieh ~.

Setzen wir

dann folgt

i = - log r(wn) - m in der Definition
cV n n

weiter aus (5.6) HN(w ;[- log r(w )))

,-'
von H,

n
'"- log r (<.0 ) -m.

Q.E.D.
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Beweis Wir benutzen die bekannte Ungleichung

H(X)~ H(xlj) + ~(j)~ H(xlj) + 2 log j
n '" n

Setzen wir k = lr«(<l), /).= k - H(l0 ;k).

Wir haben wegen (5.3) k - H(wn).~ k - H(wnlt.»)<k - H(c..P;k),
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Bemerkung Die Konstante in ~ h~ngt von ~ ab.

Beweis Wir haben

Hier gx (w) = {
Darum

o sonst.

folglich dS ~ dM.

Aber

r' n n n Ak - H (w ; k)X k - H (w IA) ~ k - H (w ) + 2 log i.-\ ,

n
also f::, - 2 log 6. =(, k - H (w )

dM - 2 log dM ~ dS ~ dM,

SUPn
~(wn)

rwn)

s !: ~(wn)n --
~(Wn)

fUr x C w

!:x to N;
gx(W)

~(x)' JgxG)I...{dwl

was auch die asymptotische Gleichheit von dS und dM zeigt.

Q.E.D.

Der Beweis macht keinen Unterschied zwischen He und HN,

somit haben wir auch folgendes bewiesen.

InnKorollar 3 dc(w r) = sUPn I~(w ) - HN(W )

ist ein universeller Test, asymptotisch gleich zu dM"

Dieser Test wurde fUr den Fall der Gleichverteilung durch

Chait in [7) vorgeschlagen. Schnorr hat seine Universalit!t

bewiesen. Eine andere Charakterisierung von dC ist in dem

folgenden Satz enthalten.

Itc(wh")~(dw) S !:}\,(X) S 1.

Sei jetzt t (w) eine beliebige haIbberechenbare Funk'tion mit

It «(jJ) t (dw) S 1.

Es gibt dann eine rekursive Folge (xi,ki) mit

ki k
sup 2 .gx (co) ~ !:i2 ig (w) ~ t (vJ) •
~ i xi

k.
Darum 2 ~t(Xi) '"~(i)

ki ~(i)
2 ~~ ~ xi)

maximal unter den halbberechenbaren Funktionen t(w) mit der

Sei tC(w\~) = /c(<">!i)=Satz 5.3

FUr ein

~k,n)
sup --.­

n r (wn)
beliebiges festes berechenbares MaS , tc(w\~) ist <S;-

Wir haben

~(i)

t(~) '"sUPi f(X;i

l~(X)

g (<Al) '" suPx \A- (x)xi I
gx (eu) = tc (""Ir) .

Q.E.D.

Eigenschaft

It (ol) r(d,.J) S 1. In dem nachs·ten Satz benutzen wir KolmogoroVs Komplexit!t,

urn das Hauptglied in Martin-Lofs Test auszudrUcken.
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- 32 -

• 1\ nl n n1 nSe~ L-dw ~) = It (w ) - K(w n,l~«(,)).

nl C" n n
dM(wli)X supn/:,(w f) - H(n,lr(w );d(UlI~»·
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W1r konnen weiter so abschatzen:

f{wll~(wn) = k, K(wnln,k) s k - m - H(n,k m) + c~ ~

I!:;2-kff[XE.N~IK(xln,k) s k - m - H(n,k m) + c}1!:;2-m+cM(n,k\m)

wegen bekannter E1genschaften von Kolmogorovs Komplexitat.

Wie im Korollar zu Satz 5.2 bekommen wir e1nen einfacheren

universdien Test, in dem K auftritt, wenn wir nicht fordern,

Darum endlich

tiW\~K(~\~) = mS I!:;En,k2-m+c'M(n,klm)~ 2-m+c•

daB er gerade Martin-Lofs Test sei.
Dam1t ist ~K ~ dM. bewiesen.

Korollar 1 dK(wl~):= sUPn ~(wnlf) - H(n,lr(wn»

ist e1n un1vers~ler Test, asymptotisch gleich zu dM.

Der Bewe1s von ~ ~ ~K beruht auf der folgenden Abschatzung,

die gle1ch aus der Definition der Kolmogorov-Komplexitat folgt.

Benutzen w1r jetzt die Aufzahlbarkeit der Menge U, die wir im

Die Form dieses Testes ist besonders einfach fUr die Gleichverteilung.

n
Korollar 2 sUPn n - K(w I~) - H(n)

1st ein Test fUr die Gleichverte11ung. Eine Folge w ist also

FUr be11ebige x f N*2'0.'JfXN;, n ;;;,I (x)
K(':0nln,x,ll'"(Wn»~lr-(Wn) + logr-(x),

(5.7)

gerade dann zufallig nach dem Lebesgue-MaB, wenn

n"",K("P\n) + H(n)

gilt.

Beweis des Satzes 5.4

Zuerst beweisen wir, daB der Ausdruck dMK in dem Satz einen

Martin-Lof-Test definiert. Seine Halbberechenbarkeit ist klar

Beweis des Satzes 5.2 definiert haben. Wir definieren das

bedingte halbberechenbare HalbmaB ~ liber N2 durch

m-l -1 -1 I

{ 2 .\A-( K. (n)), falls (m, I<.. (n» f: U, ClO"

I 2-k-1 <::. (",,--1 (n» <: 2-k+1
~(n,kJm) = I"-

o s6nst.

Wenn ~(wlr-) > m, dann fUr ein xf Um m1t n = K(X),

k = It(wU) haben wir wegen (5.7):

K(u.Pln,k)~ k + logc.p(n,klm) - m -4 k - H(n,klm) - m

H(n,klm)~ t::. «,PItt) - m

H(n,kI6(r..,nlr-» ~ L).(vPII'-) - m,

durch die SchluBweise, die auch am Ende des Bew~ises van Satz 5.2

aus seiner Definition. Wir mUssen zeigen, daB

r-{w I dMK(w!r-)"/ m'1 I!:;2-m.

Mit einer Konstante c haben wir, wie im Beweis des Satzes 5.2,

Iw\dMK(wlr) = m) ~

f;twl3n ,6.(i..<Pli) - H(n,l~("P)1 m) ;;;,m - cf>;;

l; U [wiI.,. (uP) = k, k - K(".Pln,k) - H(n,k m) ;;;,m - cl.n,k I
benutzt war. Q.E.D.
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§6. GleichmaBige Tests

In den vorangehenden Kapiteln haben wir Uber Tests d(~I~)

gesprochen, die von w und r- abhangen. r war aber dabei immer

ein festes berechenbares M~B und an d waren Forderungen

gestellt nur als an eine Funktion von w. Viele Wahrscheinlich-

keitstheoretiker wUrden die Einschrankung zu berechenbaren

MaBen fUr ungerechtfertigt hal ten. FUr ein Experimentalergebnis

z.B. ware es unnatUrlich, die passenden Verteilungen nur

unter den berechenbaren zu suchen.

Levin hat in [11] einen allgemeinen gleichmaBigen Test dL(~I~)

definiert, der fUr ein jedes berechenbares MaB ein univer-

s~ller Test ist. Bemerken wir, daB ein jeder Ausdruck durch
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Levins gleichmaBige 'rests d haben unter anderem Eigenschaften,

die von allen gleichmaBigen Tests erwunscht waren:

(wir stellen sie fur t = exp d auf):

(i) t(w!t) ist halbberechenbar in (w,,),

(ii) Jt(w\t')r(dw) ~ 1 fUr alle r-

Diese Eigenschaften haben zur Folge, daB fUr eine jede be­

rechenbare Verteilung I eine Konstante ct <:: 00 existiert mi t

dL«(MI!,-),.,de(""lr·)+ cr-' Hier ist de ehaitins Test, den wir

im Korollar 3 des Satzes 5.2 definiert haben. Andererseits

ist es einfach zu zeigen, daB der Test

Komplexitaten fUr Tests, die wir in §5 getroffen haben, im

Prinzip als eine Definition fUr gleichmaBige Tests betrachtet

de (If Ilf )
'f (gx)

sUPx G N~ ~~ (x), 'Y (gx)

werden kann. Sie sind halbberechenbar in (u)'i)' haben gewisse

Normiertheitseigenschaften fUr fes~srund sind sogar in ge­

wissem Sinn equivalent, solange nur berechenbare MaBe be-

trachtet werden. Das ist nicht mehr offensichtlich fUr un-

f
fUr HalbmaBe ~'r (§:= 0)ein gleichmaBiger

L-Test ist.

Wir hahen folglich

Konstante cr mit

berechenbare I und in der Tat, Levins Test dL(~\~) entdeckt

mehr Unzufalligkeiten als z.B. ds(w1i)'

Satz 6.1
FUr ein jades berechenbares MaB r- gibt es eine

Wir wollen nicht alle Definitionen aus (11] wiederholen, die

fUr eine selbsttragende Definition eines gleichmaBigen Tests

(L-Test) notwendig sind. In (11] ist ein HalbmaB als ein

konkaves Funktional Uber e(O) definiert, und in diesem Kapitel

benutzen wir auch diese Definition, die verschieden von dem

in §2 ist. Ein HalbmaB im alten Sinne ist eine Beschrankung

eines HalbmaBes im neuen Sinne.

f

1C\(w1r) -de(wil)l~cr'

Wir fUhren jetzt ein modifiziertes Konzept des gleichmaBigen

Tests ein. Es ha·t die Vorteile einer durchsichtigeren Defi-

nition, in der HalbmaBe vermieden sein konnen. Dann zeigen ,"lir,

daB dieser Test auch die Eigenschaften besitzt, die in (11]

Uber dr,ausgesagt wurden.
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Definition Die Funktion t(W1r) ist ein P-Test, wenn (i), (ii)

erfUllt sind, und we iter

(iii) fUr aIle c > 0,

Bemerken wir, daB das Integral ~ (f) einer halbstetigen

Funktion f durch ein HalbmaB ~ eine natUrliche Definition hat.

ct'-'>)! '9 t(wir-) < ct(wi))).

Mit anderen Worten, l/t(wl~) kann auf die Menge aller end­

lichen unnormierten MaBe zu einer homogenen, monotonen Funktion

Satz 6.2 Es gibt einen P-Test tp(...v1r-)'der maximal im Sinne

van'; ist.

erweitert werden. Der Beweis dieses Satzes ist nicht verschieden von den Be-

Bemerkung Diese Bedingung sichert e5, daB t(wl~) nicht da­

durch vergroBert werden kann, daB man G0 (z.B. durch Verschie-

bung einer Masse zu einem Punkt, der zu ~) in einem einfachen

Verhaltnis steht), durch Veranderungen des MaBes, die GJ ei-

gentlich gar nicht betreffen, auffallender macht.

weisen aller anderen Satze dieser Art, er kann darum wegge-

lassen werden.

Die Relation zwischen ~ und tp ist klar fUr MaBe:

~(r-Iv) .; tp(r-'v),

weLl tL eine strengere Bedingung der Narmierthei t erfiillen

muB. Die apriori Wahrseheinliehkeit behalt ihre merkwiirdige

(iv) 1It (wlr) ist konkav in j"'-' Eigenschaft aueh fUr tp'

sein. Eine einfache Folge ist jedenfalls

Beluerkung Diese Bedingung seheint noeh weniger motiviert zu

Sie schlieBt solche sonderbaren Tests aus, die w dann als un-

zufiHlig ertappen, wenn in einer gewissen Reihe U1, ••• 'Un von

Mengen mit wE u1n ... nun aIle Ui kleine Wahrscheinlichkeit

haben.

e < '"Satz 6.3 tp(~IMo)< emit einer universellen Konstante

Der Beweis ist analog zum Beweis von Satz 2 in (llJ.

'" ..
auf stetigen Funkt"ionen definiert, k6nnen auch tiber aIle

Wir zeigen endlich, daB tp auch die Erhaltungseigenschaft hat.

Ein stochastischer Operator ist ein monotoner linearer Operator

A:C(~)~C(n)mit A(l)=l. Stochastische Operatoren, ursprUnglich

halbstetigen Funktionen f:0 -':> R erNei tert werden.

So c.\ 1 1t(w\/'-) So e,t(",\)))So c ::::;t(w 21"'-+ 2'V)

Wir definieren fUr einen P-Test

t ('1'1 1")

t(lfI1J)

= 'f (t (-'(» (= J~(wlr-) r (dw) )

sup t ('e 11'") •

r >/'1'

Sa"tz 6.4 FUr einen beliebigen berechenbaren \siehe (11 J)

stoehastischen Operator A hat man

tp('fl\lfA) "1:p(Cf1r)·
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Beweis Definieren wir fur aIle w und ~

Wir zeigen zun!chst, daB tA ein P-test ist. Die einzige

Eigenschaft, die nicht trivial verifizierbar ist, ist die

Konkavitat von 1/tA(~\r-) in t' Sie folgt aus

Lemma 6.1 Sei f(w,~) eine stetige Funktion, fur die 1/f(~'r)

konkav in I ist, vein positives MaB uber O. Dann ist aueh

A

tp('fAir-A)= t ('1'\1") "tp('llr-)'

tp~AI~A) = tA(1If)'

Wir sind fertig, wenn wir zeigen k6nnen, daB

Wir haben gezeigt, daB tA ~ tp ist.

Wenn wir ~ 2U beiden Seiten dieser Ungleichung anwenden,

bekommen wir

Per definitionem

(Atp (-IrA) (w).tA(w Ir)

1;(Py ~ )(r-):= 1/!f(w'r)'J(dw)
tp (~A IrA) SUPll>IjJA1:P ('fAit)

konkav in "
tA('1llrl SUPll;<'l/J tp ('fAIr-A).

Beweis "I. Die Funktion

deutet namlich

2. Das Funktional h~ 1/Pv(1/h) 1st konkav. Konkavitat be-

is konkav fur xo'x, > o. S1e ist namlicll homogen und fUr

Xo + x1 = 1 konkav.

Es 1st darum genug zu zeigen, daB aus ~.~ 't A die Existenz

v;<,'y folgt m.it r-~\iA. Setzen wir vg = 1"f fur aIleeines

g der Form Af. Dann haben wir r·= Y A. Die Definition von j.1

1st eindeutig, denx; All = 0 ~ ~h ~ 0, darum r- = a auf KerA.

v ist positiv (wegen v ~ 'Y) und linear auf 1mA, 'V (1) .",,.

Darum 1st es aueh stetig und kann zu einem MaB uberJt bei

1

1/xo+1!x1g(xo'x1)

Das ist aber eben die Konkavitat von g(xo,x,l.

/-0 A~ / 1
p ff7h:T + p (1/h,) :s; A PI' (~~)v 0 V 0\'1& \;

,
oder mit gi:= T:11:'"~ ~

( , )P " <
)I 1/g.+1/g, -

,
,/P)igo+, /P"S ,

Q.E.D.

der Erhal t,ung der Eigenschaften ')}~ 'l', f = v A erwei tert werden.

Q.E.D.

Bemerklln~ ~(\f\,\,) hat auch di.e Eigenschaft, daB '/tL('f1Y)

fur jedes HalbmaB If 1n't'konkav 1st. Uber tp kunnen wir das

gleiche nur fur ~ behaupten, die ~~sind.
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