Contents

1 Introduction 4

2 Models of computation 6 2.1 The Turing machine : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 7 2.2 The Random Access Machine : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 16 2.3 Boolean functions and logic circuits : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 22 2.4 Finite-state machines : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 29 2.5 Church Thesis, and Polynomial Church Thesis : : : : : : : : : : : : : : : : : 33 2.6 A realistic finite computer : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 33

3 Algorithmic decidability 35 3.1 Recursive and recursively enumerable languages : : : : : : : : : : : : : : : : 35 3.2 Other undecidable problems : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 40 3.3 Computability in logic : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 46

4 Storage and time 52 4.1 Polynomial time : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 53 4.2 Other typical complexity classes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 60 4.3 Linear space : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 62 4.4 General theorems on space- and time complexity : : : : : : : : : : : : : : : : 64 4.5 EXPTIME-complete and PSPACE-complete games : : : : : : : : : : : : : : 70 4.6 Storage versus time : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 72

5 Non-deterministic algorithms 73 5.1 Non-deterministic Turing machines : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 73 5.2 The complexity of non-deterministic algorithms : : : : : : : : : : : : : : : : 75 5.3 Examples of languages in NP : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 80 5.4 NP-completeness : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 88 5.5 Further NP-complete problems : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 92

6 Randomized algorithms 100 6.1 Verifying a polynomial identity : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 100 6.2 Prime testing : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 103 6.3 Randomized complexity classes : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 107

7 Information complexity (the complexity-theoretic notion of randomness) 111 7.1 Information complexity : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 111 7.2 Self-delimiting information complexity : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 115 7.3 The notion of a random sequence : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 118 7.4 Kolmogorov complexity and entropy : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 120 7.5 Kolmogorov complexity and coding : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 121

8 Parallel algorithms 125 8.1 Parallel random access machines : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 125 8.2 The class NC : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 129

9 Decision trees 132 9.1 Algorithms using decision trees : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 132 9.2 Nondeterministic decision trees : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 136 9.3 Lower bounds on the depth of decision trees : : : : : : : : : : : : : : : : : : 139

10 Communication complexity 145 10.1 Communication matrix and protocol-tree : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 145 10.2 Some protocols : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 149 10.3 Non-deterministic communication complexity : : : : : : : : : : : : : : : : : 150 10.4 Randomized protocols : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 154

11 An application of complexity: cryptography 156 11.1 A classical problem : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 156 11.2 A simple complexity-theoretic model : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 156

12 Public-key cryptography 157 12.1 The Rivest-Shamir-Adleman code : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 158 12.2 Pseudo-randomness : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 161 12.3 One-way functions : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 164 12.4 Application of pseudo-number generators to cryptography : : : : : : : : : : 167